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Introduccion

El Teorema de Lax-Milgram ha sido, desde su formulacion en 1954, una piedra angular
en el campo del analisis funcional. Concebido por los matematicos Peter D. Lax y Arthur
N. Milgram [12] como una herramienta auxiliar a la teoria de existencia y unicidad de
ecuaciones diferenciales parciales, este teorema tuvo una pronta repercusion tanto en
este campo aplicado como en el campo tedrico del andlisis funcional.

Peter David Lax, nacido en una familia judia hingara que eventualmente emigraria
a los Estados Unidos huyendo de la segunda guerra mundial, es un prolifico matemati-
co que ha dedicado su vida a las ecuaciones diferenciales parciales desde el punto de
vista tedrico, aplicado y computacional. Entre sus multiples contribuciones destacan
los esquemas de Lax-Friedrichs y Lax-Wendorff, el Teorema de Equivalencia de Lax y
los “Pares de Lax”. Fuera de la academia, Lax ha colaborado en varias iniciativas de
aplicacién, llegando incluso a formar parte del proyecto Manhattan (1945-1946) en Los
Alamos, en el grupo dirigido por John Von Neumann.

Arthur Norton Milgram, de nacionalidad estadounidense, hizo por su parte contribu-
ciones en diversas areas de las matematicas, desde el analisis funcional hasta la teoria
de Galois, pasando por la combinatoria, geometria diferencial y topologia. Este habrfa
de morir tan soélo seis anos después de la publicaciéon del teorema que lleva su nom-
bre, mientras que Lax ha continuado su trabajo en el Instituto Courant, eventualmente
ganando el prestigioso premio Abel en 2005 por sus “innovadoras contribuciones a la
teoria y la aplicacion de ecuaciones diferenciales parciales y la obtenciéon computacional
de sus soluciones”.

Desde el punto de vista del andlisis funcional, el Teorema de Lax-Milgram tuvo una
gran importancia no solo netamente teodrica, sino también historica y temporal, en un
momento en que las matematicas se encontraban en un periodo de revolucién y cambio
profundo, con el nacimiento y desarrollo de esta rama del andlisis. La idea de definir
espacios de funciones, aunque trazaba sus antecedentes hasta finales del siglo XIX, no
fue llevada acabo plenamente sino hasta entrado el siglo XX. Los espacios de Banach
fueron introducidos hasta alrededor de 1920; los de Hilbert, introducidos cerca de 1910,
pero axiomatizados y establecidos definitivamente hasta después de 1930; y los espacios



de Sobolev en la década de los 50. En términos historicos de las matemaéticas, estos
espacios de funciones eran completamente nuevos, y los descubrimientos asociados a
ellos se daban de manera vertiginosa.

Después de una primera etapa (primera mitad del siglo XX) en la que se definieron y
axiomatizaron estos nuevos espacios, comenzaba una segunda etapa en la que se buscaba
entenderlos profundamente y descubrir qué propiedades escondian. La torpeza con la
que la intuicién humana deambula en los espacios infinito-dimensionales hacia de esta
busqueda algo emocionante, incierto y lleno de sorpresas. Enclavado en este ambito,
el Teorema de Lax-Milgram vino a complementar otros teoremas de representacion,
formando uno de los bloques bésicos sobre los que descansa el analisis funcional.

Desde el punto de vista de las ecuaciones diferenciales, la aparicion del Teorema
de Lax-Milgram se da en un contexto temporal en el que comenzaba el interés por
formular problemas en espacios abstractos, que pudieran capturar sus propiedades y
facilitaran su planteamiento y resolucion. Las caracteristicas intrinsecas que poseian
espacios como los de Banach, Hilbert y Sobolev, todos ellos recientemente desarrollados,
los hicieron candidatos idoneos para esto. Lax y Milgram formaron parte de este periodo
de ebullicién, contribuyendo con un resultado de existencia y unicidad que sustentaria
una parte importante de esta teoria.

De esta manera, el Teorema de Lax-Milgram resulto ser de gran ayuda en la formu-
lacién de problemas con soluciones débiles, problemas variacionales y para verificar el
buen planteamiento de problemas para aproximacion con métodos de Galerkin. Sin em-
bargo, el impacto mayor de dicho teorema no se dio por sus aplicaciones directas, sino
por la teoria, métodos y generalizaciones desarrollados a partir de éste, que tuvieron -y
siguen teniendo- una amplitud atin mucho mayor.

En este trabajo se busca explorar a detalle dicho teorema, analizando cuidadosamente
tanto los antecedentes tedricos que lo sustentan, como las repercusiones que tiene. Se
hara un recorrido por cada uno de los conceptos requeridos para la formulacién del
teorema, haciendo hincapié en la relacion que tienen con éste.

A lo largo de este trabajo nos apoyaremos fundamentalmente en articulos que cubren
las generalizaciones y las aplicaciones del teorema, aunque también, en menor medida,
en libros y textos para sustentar la teoria basica. Los textos fundamentales para la
realizacién de este trabajo fueron [2], [11],[12], [13] y [14]. La mayoria de las demos-
traciones aqui presentadas son adaptaciones realizadas a partir de las originales o de
variantes de éstas. Para el Teorema de Lax-Milgram se presentan dos demostraciones:
una adaptacion de la variante de Evans y una original aqui propuesta, que sustituye
la dependencia en el Teorema de Representacion de Riesz, utilizando en su lugar una
variante del Teorema de Hahn-Banach.



La distribucién del trabajo se dara de la siguiente manera. El primer capitulo sera de-
dicado a enunciar y demostrar el Teorema de Lax-Milgram, habiendo previamente pre-
sentado los conceptos tedricos requeridos para este propdsito: principalmente los es-
pacios de Banach, de Hilbert, formas bilineales y algunas propiedades de éstos. En el
segundo capitulo presentaremos cuatro generalizaciones del Teorema que se desarrolla-
ron en los anos posteriores a la formulacion de éste, siendo algunas de ellas usuales y
ampliamente documentadas y otras menos conocidas. Demostraremos dichas genera-
lizaciones con un enfoque similar a aquel del teorema original, con el fin de facilitar
su comparacion y dotar de coherencia al desarrollo tedérico de este texto . Finalmente,
en el tercer capitulo estudiaremos algunas aplicaciones préacticas del teorema original y
de una de sus generalizaciones, habiendo expuesto previamente la teoria contextual de
dichas aplicaciones. El siguiente diagrama ilustra un panorama general de las generali-
zaciones y aplicaciones presentadas, ademas de la seccién en la que se encuentran.

Teorema de

Generalizado en | B}epresenjca— | Problema de
+ cion de Riesz ! . ..
. ! ! . Poisson /Dirichlet
Aplicado en | (1.1) | ,
———————————— > l K (3.2.1)
Teorema de //I Problema de
Lax-Milgram  f<Z----- Poisson/Neumann
(1.2) \\\ (3.2.2)
v \\ Movimiento
Generalizacién Necas-Babuska- h de Células
para Hay Ha Lax-Milgram (3.4)
(2.1) (2.2)
: Generalizacion Ecuacion de
Lions-Lax- . .,
] para espacios Adveccién No
Milgram  « | T, T O b------- ,
(2.4) de Banach Homogénea
i (2.3) (3.3)

Figura 1: Dependencia Logica entre Generalizaciones y Aplicaciones



Capitulo 1

El Teorema de Lax-Milgram

En este capitulo revisaremos los conceptos basicos necesarios para la formulacion
del teorema y posteriormente lo enunciaremos y demostraremos. Comenzaremos en la
seccion 1.1 con los conceptos minimos necesarios para poder presentar a la brevedad
posible los espacios de Banach y de Hilbert, y a partir de este punto recorreremos varias
definiciones y proposiciones pensadas en el contexto de estos ultimos espacios.

En la seccion 1.2 expondremos y demostraremos el Teorema de Lax-Milgram, con
una variante de la prueba usual. Veremos que en dicha demostracién nos apoyaremos
fuertemente en el Teorema de Representacion de Riesz, ademés de que mostraremos
que este ultimo puede ser interpretado como un caso particular del primero.

En la seccién 1.3 presentamos una manera distinta y original de demostrar el Teorema
de Lax-Milgram, sin necesidad de utilizar el Teorema de Representacion de Riesz, sino
apoyandose directamente en el de Teorema de Hahn-Banach.

Finalizaremos este capitulo con una breve seccion dedicada a analizar algunas im-
plicaciones y consecuencias de este teorema, de caracter tanto tedrico como préctico.

1.1. Definiciones y Conceptos

Comenzaremos por presentar algunas definiciones basicas del algebra lineal y el anali-
sis matematico, que sirven como sustento para la construccién de la teoria del andlisis
funcional. Supondremos cierta familiaridad del lector con los espacios vectoriales y las
transformaciones lineales, aunque algunas propiedades de estos tltimos son presenta-
das y demostradas en el Apéndice A. Los espacios vectoriales seran el punto de partida
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1.1. DEFINICIONES Y CONCEPTOS 5

hacia los espacios que estudiaremos mas adelante, obtenidos a partir de anadir progre-
sivamente propiedades particulares y condiciones especiales a los primeros. Trataremos
entonces con X un espacio vectorial dotado de un campo de escalares subyacente K
(nos referiremos a X como un K - espacio vectorial). Supondremos que dicho campo
serd siempre ya sea R 6 C, a menos que especifiquemos el uso de alguno de los dos en
particular.

Una de las relaciones mas basicas que se busca establecer entre dos elementos de
un espacio vectorial es la “distancia” entre ellos. Esta relacién, aunque es ciertamente
relativa, es una buena forma de entender la similitud entre los objetos en X. La nocién
de distancia nos sera accesible a través de la definicién de una métrica en el espacio.

Definicién 1.1.1. Sea X un K - espacio vectorial®, entonces d : X x X — R es una
métrica si’:
(i) dlz,y) =0 z=y

(i) d(z,y)
(i) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) Vr,y,z€ X

d(y,x) Va,yeX

Si d estd definido para todo par (z,y) € X x X entonces X es un espacio métrico.
Se le denota en ese caso por la pareja (X, d).

Poder utilizar el concepto de distancia es fundamental, pero se muestra inutil cuando
se busca conocer la naturaleza de un elemento x € X per se, y no en comparacion a otro
elemento. Para esto, se antoja necesario definir una propiedad que sea inherente a z y
dependiente sélo de éste, a lo cual se piensa naturalmente en el “tamano” o “magnitud”
de un elemento. En términos formales, estamos interesados en definir la norma de un
objeto.

Definicién 1.1.2. Sea X un K - espacio vectorial, entonces || - || : X — R es una
norma si:

)z =0 y [z =0 2=0

IFormalmente, basta con que X sea un conjunto no vacio para poder definir una métrica en él.
Dado que todos los espacios que utilizaremos tienen una estructura subyacente de espacio vectorial,
definimos aqui la métrica para éstos.

2La propiedad d > 0 es consecuencia de (i), (ii) y (iii), pues 0 = d(z, z) < d(z,y)+d(y, ) = 2d(z,y)
para cualquier pareja (z,y).
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(i) [Jaz| =|a|||lz]| Vre X, aeK

(i) [z +yll < [lzll + vl Vz,y e X

Si || -] esté definido para todo x € X entonces X es un espacio normado. Se le denota
en ese caso por la pareja (X, || -|).
Definicién 1.1.3. Se dice que || - [[1 y [/ - [[2 son normas equivalentes si existen

constantes reales ¢ y ¢y tales que
allzlli < llzflz < callzflx

Si sus normas son equivalentes, entonces los espacios (X, | - ||1) v (X,] - ||2) son to-
pologicamente equivalentes.

Definicién 1.1.4. Dos espacios normados (X, || - [[1) v (Y;]| - ||2) son isométricos e
isomorfos si existe un transformacion 7' : X — Y biyectiva, es lineal y que ademas
preserva normas, es decir:

[T = ol YveX

En ese caso, T" es un isomorfismo isométrico, y decimos que X =Y.

Observacion. Existe cierta ambigiiedad en la literatura con respecto al término iso-
morfismo isométrico en el contexto de los espacios normados. Aunque gran parte de
los autores ( [18, 24|, por ejemplo) definen este concepto como hicimos aqui y como
se hace en otras dreas de las matematicas, es comuin encontrar (en [20], por ejemplo)
que en espacios normados se pide que 7' sea solamente inyectiva y no biyectiva. Esta
ambigiliedad cobrara particular importancia cuando mas adelante definamos el concepto
de reflexividad.

Es claro que a partir de una norma siempre se puede definir una métrica, pues basta
con hacer d(x,y) = ||x—y|| y se obtiene una métrica valida, que cumple con lo requerido
por la definicién (1.1.1):

(i) diz,y) =z -yl =0 (r-y) =0z =y
(i) d(z,y) = [le =yl = (=D =) = [ = Ully — 2| = lly = =[l = d(y, x)
(iii) d(z,y) = [z =yl =[x =2+ z =yl <z = 2] + |z = yll = d(z, 2) + d(2,9)

El converso de esta implicacién no es cierto, es decir, a partir de una métrica no
siempre es posible definir una norma. Por ejemplo, consideremos el espacio X de todas
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las sucesiones complejas {x;}. La funcién
_ i 1 . |2 — yil

es una métrica, pues las dos primeras propiedades de la definicién (1.1.1) se cumplen
trivialmente, y para la tercera tenemos que

:il |z — il _il |2 — 2 + 2 — yil
i=1 2 1+’$Z 1‘ i—1 2t 1+’$¢—Z¢+Zi—yi’

1 |z — 2 = 1 2i — yil
< . — . ——— =d(x,2) + d(z,
_;2’ Lt fog =z =20 14|z -y (#2) +diz )

utilizando el hecho de que

asb _ lal
I+ la+b =~ 1+4|a| 1+10

para cualesquiera a y b nimeros complejos. Sin embargo, X no puede ser un espacio
normado, porque si existiese una norma || - || tal que d(z,y) = ||z — y|| entonces

d(az, ay) = [lar — ay|| = |alllz = y|| = [a|d(z,y)

se debe satisfacer, pero para la métrica en cuestion esta relacién no es valida pues

— 1 i — Yi
d(azx, ay) ZE' |af|lzi — yil

Yy
zi — yil
Oddl’ « D ———
ald(, ) HZ P

por lo que dicha norma no puede existir.

Una tercera nocién que buscaremos anadir a nuestro espacio vectorial X es alguna
que relacione no sélo la distancia o magnitud de dos elementos del espacio, sino la
conformacién o posiciéon relativa entre ellos. Estamos entrando ahora en el concepto de
producto interno o interior, el cual nos permitird definir nociones como la del “angulo”
y de la ortogonalidad entre dos elementos.

Definicién 1.1.5. Sea X un K - espacio vectorial, entonces (<,>) : X x X — K es
un producto interno si:

(i) <z+2y>=<zy>+<z2,y>
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i) <arjy>=a<z,y> Veye X VYaeK
(ii) <z,y >=<y, x> Ve,ye X

(iv) <z,z> >0 VeeXy <z,z2>=0&2=0

Si (<,>) estd definido para todo (z,y) € X x X entonces X es un espacio con
producto interno. Se le denota en ese caso por la pareja (X, (<, >))

Observacion. Noétese que la tercera propiedad del producto interno es simplemente
la simetria entre ambos argumentos del producto interno en el caso en que K = R.

Una de las propiedades mas importantes en los espacios con producto interno es la
muy conocida desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz (CBS), que asegura que
para x y y vectores arbitrarios se tiene

[z y)| <l llllyll

La relacion entre el producto interno y la norma que otorga la desigualdad CBS es de
crucial importancia en el andlisis funcional, ya que, por ejemplo, nos ayuda a demostrar
que todo espacio con producto interno es un espacio normado. Si a partir del producto
interno se define: )

Jall = (z, ) (1.1)

se tiene entonces que

(i) flll = (z,2)2 >0
(i) |lz]| = (z,2)2 =0 & (z,2) =0 2 =0
(ii) flaz| = (az,az) = (jo*(z,2))* = |a||z]

(i) o +yll = (@ +y.a+9)} <ol +lyl  (por la desigualdad CBS)

. 1 . .
Es decir, (z,z)2 siempre es una norma en el espacio.

Las relaciones de inclusion entre los tipos de espacios definidos previamente se pue-
den visualizar facilmente en el siguiente diagrama. En la parte superior se muestran
la propiedades que se agregan a los espacios (cuando se pueda hacer de manera con-
gruente) para dotarlos de una estructura intrinseca mas robusta. Por el contrario, en la
parte inferior se muestra como la estructura de los espacios mas generales se encuentra
presente implicitamente en los espacios mas complejos.
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Definir Métrica R Definir Norma R Definir Prod. Interno

»

A
A

Vectoriales (Vecjcor}ales) Normados Con Producto
Métricos Interno
d(z,y) = |z —y| —— |z|| = <.I,aj‘>% (x,y)

Figura 1.1: Inclusion entre familias de espacios

Como podemos ver, a partir de los espacios vectoriales hemos hecho progresivamente
refinaciones a la estructura algebraica de los espacios, dotandolos de caracteristicas que
resultaran utiles (si no es que indispensables) para la teoria que se construird mas
adelante. El producto interno, por ejemplo, nos permite definir la muy conocida nocién
de ortogonalidad. Esta propiedad, no obstante su aparente simplicidad, es de inmensa
importancia, pues esencialmente determina la geometria de un espacio vectorial con
producto interno.

Definicién 1.1.6. Decimos que dos elementos x, y en un espacio vectorial con producto
interior (V, (<,>)) son ortogonales si se tiene que (z,y) = 0. En ese caso escribimos
x Ly.

La ortogonalidad, que encierra una relaciéon muy particular entre dos elementos de
un espacio, se puede extender para incluir subconjuntos de vectores en el espacio.

Definicién 1.1.7. Sea S un subconjunto no vacio y x un vector en un espacio X
con producto interno. Decimos que x es ortogonal a S si es ortogonal a cada uno de
los vectores en S, y lo denotamos por L S. Ademds, denotamos por S+ (llamado
el complemento ortogonal de S) al conjunto de todos los vectores en X que son
ortogonales a S.

Encaminaremos ahora nuestra atencién hacia algunos conceptos bésicos del anélisis
matematico, derivados de la existencia de la métrica, que nos permitiran finalmente
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completar la estructura de los espacios que seran motivo de nuestra atencion a lo largo
de este trabajo.

Definicién 1.1.8. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces para € > 0, la e-vecindad
de un punto zp en X es el conjunto V.(xg) := {z € S| d(zo, z) < €}.

Definicién 1.1.9. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que un subconjunto A de X
es abierto en X si para cada punto x € A existe una vecindad V' de x tal que V C A.
Se dice que un subconjunto C' de X es cerrado en X si el complemento X \ C' es un
conjunto abierto en X.

Definicién 1.1.10. Una sucesién (x,) en un espacio métrico (X, d) es convergente

si existe un elemento x en X para el cual lim d(z,,z) = 0. Se dice entonces que (z,)
n—oo

converge a x y se escribe x,, — .

Observacion. A laluz de esta definicion, podemos dar una caracterizacion alternativa
de los conjuntos cerrados. Un conjunto C' es cerrado si y solo si todas las sucesiones
convergentes de elementos en C tienen su limite en C'.

Definicién 1.1.11. Una sucesién (z,) en un espacio métrico (X, d) es de Cauchy si

n717711r£1>oo d(zp, Tm) = 0.

Es facil demostrar que toda sucesion convergente es de Cauchy, pero el converso no
siempre es cierto. De hecho, los espacios en los que esto si se cumple tienen algunas
propiedades interesantes y por ello reciben un nombre especial.

Definicién 1.1.12. Un espacio métrico (X, d) es llamado completo si toda sucesién
de Cauchy es convergente, y converge en el mismo espacio.

Intuitivamente, la nociéon de completez indica, como su nombre lo dice, que el espacio
esta “completo” en el sentido que no le “faltan puntos”. En cierta forma, la completez
es una propiedad similar a la cerradura, pues ambas aseguran que los puntos limite
de sucesiones en un conjunto se encuentran dentro el conjunto mismo, esto es, que no
tienen “agujeros”. Sin embargo, difieren en el hecho de que la completez ademéds asegura
la convergencia de ciertas sucesiones. Es claro que la completez es una propiedad méas
fuerte que la cerradura; de hecho, es trivial demostrar que todo espacio métrico completo
es en particular cerrado. Un teorema importante que relaciona estos dos conceptos es
el siguiente.
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Teorema 1.1.13. Todo subconjunto cerrado de un espacio normado completo es tam-
bién completo.

Demostracion. Sea X un espacio normado completo y C' C X cerrado. Sea ademas
(x,,) una sucesién de Cauchy en C'. Como X es completo, (x,) — = € X. Entonces (z,,)
es una sucesion en C' que converge, por lo que z € C por ser éste cerrado. Concluimos
asi que C' es completo. O

Otra observacién interesante es que la completez siempre se cumple para espacios
vectoriales normados de dimensién finita (siempre y cuando estén definidos sobre un
campo completo, sea R 6 C), cosa que no sucede con los de dimension infinita. Es por
esta razén que dicho concepto se vuelve particularmente interesante en el contexto de
estos ultimos espacios, y por consiguiente, en todo el anélisis funcional.

La completez es una propiedad deseable por varias razones, siendo la principal de
ellas el hecho que permite decidir sobre la convergencia de ciertas sucesiones sin cono-
cer necesariamente su limite. Gran parte de la genialidad de Stephan Banach en este
contexto consiste en ser el primero® en reconocer la importancia per se de la completez
en los espacios que surgen usualmente en el analisis funcional. Asi, Banach combiné la
completez con las propiedades algebraicas de los espacios normados y definié, alrededor
de 1922, una de las estructuras matematicas mas importantes desarrolladas en el siglo
XX: los espacios que llevan su nombre.

Definicién 1.1.14. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y com-
pleto.

Ejemplo 1. Uno de los espacios de Banach de dimensién infinita mas comunes es el
espacio de todas las funciones continuas en el intervalo unitario

Cl0,1]={f|f:[0,1]] = K, f continua}

dotado de la norma del supremo ||f|| = sup {|f(z)| : € [0,1]}. Sin embargo, el
mismo espacio dotado de la norma || f| = fol |f(x)|dz no es completo y por tanto no
es de Banach. Este es un ejemplo claro donde vemos que la completez depende de la
métrica utilizada (en este caso definida a partir de la norma) y no es inherente al espacio
subyacente.

3Como veremos més adelante, Hilbert se apoyaba fuertemente en esta propiedad también, pero lo
hacfa porque el espacio con el que trabajaba, ls, la posefa. Segin Kirk y Khamsi [9, p.26], Banach fue
“probablemente la primera persona en reconocer el papel verdaderamente fundamental que juega la
completez”. Como resultado de esto, la tomé como axioma al trabajar con lo que ahora conocemos
como espacios de Banach.
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La naturalidad con la que se definen funciones en los espacios de Banach, ademas
de las propiedades que poseen, hicieron que se convirtieran pronto en los cimientos del
analisis funcional, y parte central de su estudio. Se podria decir que el desarrollo de esta
rama de las matematicas no se podria entender de la misma manera sin los espacios de
Banach.

Una primera propiedad interesante que caracteriza a algunos espacios de Banach y
que tiende a ser bastante 1util es aquella de la reflexividad. Sin embargo, para poder
definir esta propiedad necesitaremos antes presentar el concepto de espacio dual. Re-
cordemos que una funcional lineal es una transformacion lineal de un espacio vectorial
sobre su campo de escalares. Con esto en cuenta, damos a paso a la siguiente definicién.

Definicién 1.1.15. Sea X un espacio normado?. El espacio dual de X, denotado
por X*, es el espacio de las funcionales lineales continuas de X en K, es decir X* =
{f|f: X — K, f lineal y continua}. Andlogamente, X** denota el espacio de funcionales
lineales continuas en X* y es llamado el espacio doble dual de X.

Ejemplo 2. Consideremos cy el espacio de las sucesiones x = (zy,...,Z,,...) conver-
0 ) s Uy
gentes a cero. Con la norma ||x|| = sup |x,]|, ¢y es un espacio de Banach. El dual de ¢g es
n

l1, el espacio de todas las sucesiones absolutamente sumables f = (fi,..., fu,...) con
la norma || f|| = >_°7, | fa|- Para ver esto, veamos que cualquier sucesién f € [; define
en el espacio ¢y una funcional lineal acotada f mediante la féormula

= fatn (1.2)

Podemos ver que |f(z)| < ||z 3200, | fazn|, por 1o que || f]| < ||f]|. Consideremos los
elementos e; en ¢y, donde e; es una sucesion de ceros, excepto en el i-ésimo término,

cuyo valor es 1. Si definimos ™) = SN |§—Z| (suponemos que |f—" =0si f, =0),

entonces 1Y) € ¢g, [[z™M)] <1y
N N
Jn
Z— n) =D 1fal
n=1 f n=1

de manera que limy o, f(2™) = 3% | f,| = || f||. Por lo tanto ||f]| > ||f]l, y con-
cluimos as{ que la transformacién f — f es isométrica entre l; y ¢o. Falta simple-
mente ver que toda funcional en ¢y se puede representar en la forma (1.2). Para todo
= (z,) € ¢y tenemos que © = Y | x,e,. Esta serie converge al elemento z pues

4Aunque el dual se puede definir para cualquier espacio vectorial (en cuyo caso es llamado dual
algebraico), normalmente nos interesa el dual continuo de un espacio (i.e. de funcionales continuas),
por lo que se define para espacios normados (o0 métricos).
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|2 —S°N  pen|l = sup,-y |Za] = 0si N — co. Como f € ¢ es continua, tenemos que
flx) =" xnf(en), por lo que basta comprobar que | Y 7 |f(e,)| < oo. Tomando

™) = SN Sen) oy observando que 2 € ¢, [|#™)] < 1 tenemos

n=1 |f(6n)\
N B . _ N :F(en) ~ o) = ~ q;(N) < ~
3:1 Hf( n)” 2 |f(€n)|f( n)_f< )_HfH

Finalmente, debido a la arbitrariedad de N, concluimos que 327, | f(e,)| < oo, es decir,
la transformacion entre ¢y y I3 que hemos encontrado es un isomorfismo isométrico. En
otras palabras, (c,)* = [;.

El dual de un espacio es de gran importancia para entender la naturaleza del éste,
pues revela caracteristicas algebraicas que pueden no ser evidentes directamente en el
espacio. Ademas, es utilizado para definir conceptos como medidas, distribuciones y
tensores. Aqui nos sera til para definir la nocién de reflexividad.

Definicién 1.1.16. Sea X un espacio vectorial normado. La inmersiéon candnica

asociada a X es la aplicacion
J: X =X

definida por la relacién

(J(@)(f) = flx) zeX, feX

Definicién 1.1.17. Un espacio de Banach B es reflexivo si la inmersién canoénica
entre By B** es un isomorfismo isométrico (en el sentido de (1.1.4)).

Observacion. Con los Teoremas de Hahn-Banach (Apéndice A), se puede ver que la
inmersion candnica en un espacio de Banach es siempre lineal e isométrica. Ademas, la
segunda de estas propiedades implica directamente la inyectividad, puessi ||.J(z)|| = ||=||
y ademas J(z1) = J(x2) entonces 0 = ||J(z1) — J(x2)|| = ||z1 — x2||, por lo que x; = z.
Entonces, el unico requisito para que un espacio de Banach sea reflexivo es que J sea
sobre en el doble dual, es decir J(B) = B**.

La reflexividad es otra propiedad que los espacios de dimensién finita poseen inva-
riablemente, pues el espacio, su dual y su doble dual todos tienen la misma dimension
lineal, por lo que el conocido Teorema de la Dimension en espacios de dimension finita
asegura que la inmersién canodnica es trivialmente biyectiva.

A continuaciéon presentamos otro tipo de espacio fundamental en el analisis fun-
cional, que surge a partir de sustituir el esqueleto del espacio de Banach (el espacio



1.1. DEFINICIONES Y CONCEPTOS 14

normado) por otro tipo de espacio menos general (espacio con producto interno), pero
manteniendo la - crucial - propiedad de la completez.

Definicién 1.1.18. Se dice que un espacio X dotado de un producto interno (<, >)
es de Hilbert si con la norma inducida por éste es un espacio de Banach.

Ejemplo 3. Posiblemente el espacio de Hilbert de dimensién infinita méas conocido es
el espacio de sucesiones reales (o complejas) sumables al cuadrado, es decir

ly = {(mn) : Z |z, < oo}

equipado con el producto interno (z,y) = > .~ x;y;. Este espacio fue descubierto por
David Hilbert alrededor de 1910 y es por lo tanto el precursor historico del resto de los
espacios de Hilbert. Dentro de la familia de espacios [, (definidos de manera similar al
anterior, cambiando 2 por 1 < p < 00) [y es el tnico cuya norma es inducida por un
producto interno, y por lo tanto es el inico que puede ser un espacio de Hilbert.

Junto con los de Banach, los espacios de Hilbert son probablemente la estructura
espacial més importante desarrollada en el siglo XX. La posesién de un producto interno,
la nocién de ortogonalidad y la completez podrian llevarnos a considerar éstos tltimos
analogos de dimension infinita a los espacios Euclidianos. De hecho, su importancia es
tal que los espacios con producto interno son comunmente llamados también espacios
“pre-Hilbert”, manifestando el hecho que se encuentran en una etapa anterior a aquella
ideal, esto es, a la posesién de la completez. A pesar de que los espacios de Banach y de
Hilbert comparten la propiedad de la completez, difieren en que los de Hilbert ostentan
dicha propiedad indirectamente, pues al no estar dotados explicitamente de una norma,
se utiliza aquella inducida por la operacién con la que si cuentan inherentemente; el
producto interno.

La definicién de espacio de Hilbert (1.1.18) requiere que a partir del producto interno
se defina una norma, lo cual sabemos que es posible dado que todo espacio con producto
interno es en particular normado, por la identidad (1.1) de la pagina 8. Por lo tanto,
directamente a partir de su definicién es claro que todos los espacios de Hilbert son
de Banach. Sin embargo, el converso de esta propiedad no es cierto. Es decir, no todo
espacio de Banach es de Hilbert, de hecho, lo son sélo aquellos en los que se cumple
una conocida identidad algebraica.

Proposicion 1.1.19. Sea B un espacio de Banach real. Entonces B es un espacio de
Hilbert si y solo si para todo par de elementos x,y € B se cumple

lz +yll* + |2 — yl|* = 2(||=|* + ||y|I*) (identidad del paralelogramo) (1.3)



1.1. DEFINICIONES Y CONCEPTOS 15

Demostracion. Supongamos que B es un espacio de Hilbert. Entonces es un espacio con
producto interno, y su norma es la inducida por éste, por lo cual:

lz +ylI* = (x +y.2 +y) = (z,2) + 2{w,9) + (g, 9) = [2]® + 2{,9) + yl* (14)
similarmente, vemos que
lz = yll* = (& =y, 2 — y) = [|l2[* = 2(z, y) + |yl (1.5)
por lo tanto, sumando las ecuaciones (1.4) y (1.5) obtenemos
2+ ylI* + llz =yl = 2[|=[* + 2(z, y) — 2(2,y) + 2llylI* = 2(||«[* + [ly]I*)

Para demostrar el converso, es necesario demostrar que B es un espacio con producto
interno. Para esto, consideramos la Identidad de Polarizacién (real):

((w9) =3 (o + I ~ e — o) (1.6

Afirmamos que (¢ es un producto interno en B. Para esto, mostraremos que se cumplen
las cuatro propiedades enunciadas en su definicién (1.1.5). Para empezar, vemos que

1
C(w,w) = 7 (122 = 101°) = ll[l”
por lo que claramente se cumple la propiedad (iv). Ademas, es facil ver que

C(r,y) = C(y, )

Por otra parte, veamos que

(I + 21" =l = 2 + Iz + yl* = = = yII*) (1.7)

I,

((z,2) +((2y) =

|z +2|* = H( +z) + (%—g)
o= (S es) - (59|

utilizando (1.3) vemos que

2
T 2
bt s o =2 [ - )

pero
2

Anéalogamente

2
2 2 Tty Hx ?JH2
_ _ -9 _ s _ 7
o = =l + 1y — 2| ( Vs )3 - L
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Por lo tanto, retomando (1.7)

1 ry P gz oy z+y | H:r Y2
((x,z)+§(z,y)—4[2< 5 +2H +H2 5 2 i 2tz ~ 3
1 T+y 2 z+y 2 B T +y
—§< 5 +z 5 2 =2( —5 % (1.8)

Si tomamos y = 0, obtenemos ((z, z) = 2( (g, z), ya que ¢(0,z) = 0 por (1.6). Utilizan-
do esta identidad, sustituyendo = por x + y, obtenemos ((x + y, z) = ((z, z) + ((y, 2).
Con un argumento inductivo, podemos ver entonces que

((az,y) = al(r,y) (1.9)

se cumple para nimeros racionales diddicos de la forma o = m/2™. Dado que ||ax + y||
y |lax — y|| son continuos con respecto a «, entonces, por (1.6) vemos que ((ax,y)
también lo es. Finalmente, por la densidad de los racionales diddicos en los reales, (1.9)
se cumple para toda a € R. O

Obsérvese que la proposicién anterior se demostré para el caso de espacios de Banach
y Hilbert reales. La demostracion para espacios de complejos es analoga, definiendo la
identidad de polarizacién compleja

1 . . .
Clz,y) = (e +yl* = llz =y + |z + iyll* — iz — iy|)

Los célculos requeridos en ese caso son bastante mas abundantes, y fuera de los objetivos
de este trabajo, pero cabe mencionar que la Proposicién (1.1.19), cuando es formulada
para espacios complejos, es conocida como el Teorema de Jordan-Von Neumann, de-
mostrado en un articulo de 1935 [8]. Ya sea en el caso real o complejo, es interesante
cémo una sola identidad tan simple como la del paralelogramo resume completamente
la compatibilidad entre el producto interno y la norma en un espacio.

Es curioso el hecho de que David Hilbert mismo no definié los espacios que llevan
su nombre de la manera que se hizo aqui (1.1.18). De hecho, la estructura particular
de espacio de Hilbert la investig unicamente en el espacio [y (mostrado en el ejemplo
(3)), que abarcé la mayoria de su tiempo y trabajo, razén por la cual es conocido
como el “espacio de Hilbert” original. El primero en definir dichos espacios de manera
axiomética fue J. Von Neumann®. De hecho, fue él mismo quien utilizé por primera vez
el término “espacio de Hilbert complejo” en un articulo de 1929 [23] para referirse a
dichos espacios, practica que en los anos subsecuentes se volvié comun.

Estos y algunos otros detalles del desarrollo de los espacios de Hilbert se puede consultar en [24,
pp- 91-92].
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Otro dato interesante es que hasta antes de 1930 (incluyendo la axiomatizacién de
Von Neumann) la definicién de espacio de Hilbert inclufa una condicién adicional: la
separabilidad del espacio.

Definicién 1.1.20. Se dice que un espacio normado X es separable si contiene un
subconjunto numerable que es denso en X.

En un principio, se pensé necesario suponer separabilidad para definir los espacios de
Hilbert pues [, poseia esta propiedad. De esta manera, hasta antes de la década de los
30 un espacio de Hilbert (atin si no era llamado con este nombre) era por definicién un
espacio métrico completo y separable. Como consecuencia de esto, todos esos espacios
(de dimensién infinita) eran isométricamente isomorfos a ls, y por tanto bastaba con
investigar éste, el espacio de Hilbert primordial. Riesz fue uno de los primeros en ir en
contra de esta tendencia, pues prob6 la versiéon de su Teorema de Representacion para
espacios de Hilbert [16] sin utilizar dicha hipétesis de separabilidad.

Dejaremos de lado las propiedades de los espacios de Hilbert y de Banach para dirigir
nuestra atencion hacia las transformaciones lineales y formas bilineales en espacios
normados, con las cuales completaremos la teoria necesaria para presentar el Teorema
de Lax-Milgram. Para esto, revisaremos a continuacion algunas definiciones a las cuales
recurriremos habitualmente a lo largo de este trabajo. Seguiremos la convencion de
llamar transformaciones a las aplicaciones T : X — Y entre espacios X y Y distintos, y
operadores a aquellas sobre el mismo espacio, es decir, de la forma T : X — X. Ademas,
supondremos siempre que las transformaciones y operadores son lineales, aunque no lo
expresemos explicitamente.

Definicién 1.1.21. Una transformacion lineal 7" en un espacio normado estd acotada
si existe una constante positiva k tal que | Tz| < kljz|| Vz € X.

Definicién 1.1.22. La transformacion lineal T' es continua en D(T) si para todo
zo € D(T) dado un € > 0, existe § > 0 tal que ||Tz—Txg|| < € siempre que ||z —z0|| < 0.

Definicién 1.1.23. La norma de una transformacion lineal T estd dada por

17 = sup{M ] v o}

]

Observaciones.
1. En el Teorema (A.5) del Apéndice A mostramos la equivalencia entre esta y otras
normas posibles para transformaciones.
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2. En el caso particular de una funcional, la norma se define andlogamente, a saber

151 = sup {1150 ' o0

]

Definicién 1.1.24. Para la transformacion lineal T': X — Y, definimos los conjuntos
R(T)={T(z) e Y|z e X}y N(T) ={z € X|T(z) = 0}, llamados el rango y niicleo
de T', respectivamente.

El concepto del operador adjunto, de gran utilidad en el algebra lineal y la teoria
de operadores, requiere en su definicién que el espacio X posea ademas un producto
interno. Varios tipos de operadores que se basan en esta nocion, junto con sus propie-
dades, se presentan en el Apéndice A.

Definicién 1.1.25. Sea T un operador lineal sobre un espacio de con producto interno
X. El adjunto del operador T, denotado T™, se define por

(Tx,y) = (x, T"y) Ve,yeX

Observacion. Aunque el concepto de dualidad se suele definir para operadores, se
puede generalizar facilmente para transformaciones de un espacio con producto interno
X a otro espacio con producto interno Y distintos, de la siguiente manera

<Tl’,y>y = <x7T*y>X Va € X> vy ey
conT: X —=-YyT":Y — X.

En el contexto de las transformaciones lineales, los conceptos de continuidad y aco-
tamiento son equivalentes, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.26. Sean X, Y espacios normados y T una transformacion lineal de
X enY, entonces T es continua si y solo si es acotada.

Demostracion. Supongamos que 1" es continua y que no esta acotada. Esto implica que
para cualquier n € N existe x,, # 0 tal que ||T(z,)| > nl||z,|. Es decir
1

|

1T ()|l > 1

que por la linealidad de T es equivalente a

I G2
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Definimos entonces .
n

Yn =
n||z, |

Es claro que y, — 0, pero ||Ty,|| > 1 por lo que Ty, - 0. Esto implica que T no es
continua en 0, lo cual resulta en una contradiccién.

Para probar ahora el converso, supongamos que 7' es acotada. Esto implica que existe
k positiva tal que ||Tz|| < k||x||. Ahora, si z,, — x, para x arbitraria en X, entonces

[ T2n = Tal| = T (2n — 2)|| < Kllzn — 2/ =0

por lo que T'x,, — T'x y concluimos que 7" es continua para todo z € X. O

El siguiente concepto que definiremos sera el de las formas sesquilineales y bilineales,
que seran el objeto principal del Teorema de Lax-Milgram y sobre las cuales se apli-
cara la conclusion de éste. Enunciaremos primero el més general de estos casos: el de las
formas sesquilineales. Estas formas son funciones de dos argumentos que son lineales
en uno de ellos y antilineales en el otro, esto es, los escalares salen de ella conjugados.

Definicién 1.1.27. Sea X un espacio normado sobre C. Definimos B(-,-) : X x X — K.
Decimos que B es una forma sesquilineal® si V x,y,u,v € X , Vo, 8 € K se cumplen
las dos siguientes condiciones:

1. B(au+wv,y) =aB(u,y) + B(v,y)

2. B(w,pu+v) = BB(z,u) + B(x,v)

Las formas bilineales, en cambio, son lineales en ambos argumentos, esto es, el es-
calar § en la definicién anterior aparece si conjugar. Cabe mencionar aqui que existe
ambigiiedad al respecto de estos dos términos, pues muchos autores se refieren a las
formas sesquilineales como bilineales, posiblemente porque cuando el campo subyacente
es un campo real, ambas son equivalentes. En este trabajo, sin embargo, nos acataremos
a las definiciones formales y trataremos por lo general con formas bilineales, a menos
que se especifique lo contrario.

La primera propiedad fundamental de las formas bilineales que presentaremos es la
del acotamiento. Esta propiedad, que en términos generales tiende a ser siempre desea-
ble, sera de particular importancia en el Teorema de Lax-Milgram, pues determinard el
tipo de formas bilineales sobre las cuales se puede utilizar dicho teorema.

5Del latin, sésqui-, que significa “uno y medio”.
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Definicién 1.1.28. Sea B(-,-) : X x X — K forma bilineal. Entonces se dice que B
es acotada si existe una constante positiva v tal que:

|B(z,y)| <=l - [lyll

para cualesquiera z,y € X

A continuacion presentaremos el concepto de coercitividad (fuerte) de una forma bi-
lineal, que sera crucial en el enunciado del teorema de Lax-Milgram. De hecho, veremos
mas adelante que la condicién de coercitividad sera la hipdtesis mas importante para
obtener la conclusién de dicho teorema. Mas atn, variaciones sutiles de este concepto
daran paso a generalizaciones que analizaremos en el segundo capitulo. Por esta razon
hay que prestar especial atencién a su definicién formal.

Definicién 1.1.29. Sea X un espacio normado sobre Ky B(-,-) : X x X — R forma
bilineal. Se dice que B es fuertemente’ coercitiva si existe una constante positiva ¢
tal que:

B(z,x) = d||z|

para todo = € X.

Observacion. Una propiedad de la forma bilineal méas débil que la coercitividad fuerte
es la positividad, que simplemente significa que B(z,z) >0 Vzr € X.

Ejemplo 4. Para una forma bilineal simétrica B sobre R", la coercitividad fuerte
es andloga a la nocién de positividad definida para matrices. Si expresamos a B en
términos de su forma cuadratica asociada, tenemos que

B(z,y) = 2" Ay

donde A es una matriz cuadrada de tamano n. Entonces B es fuertemente coercitiva
si existe 6 > 0 tal que 27 Az > d]|z||* para toda z € R™. Se puede demostrar que esto
si cumple si y sélo si la matriz A es positiva definida (i.e. todos sus valores propios
son positivos). De hecho, la constante § de coercitividad tiene un valor particular en
este caso. Dado que la forma bilineal es simétrica, la matriz A también lo es, entonces,
utilizando el cociente de Rayleigh vemos que

T Az

min =N
x#0 Ty

"La propiedad que se define aqui es a veces denominada simplemente “coercitividad”, cosa que
evitaremos para distinguirla de la coercitividad débil, que se presentard més adelante. Otro nombre
comun con el que se le conoce es el de X-elipticidad, por su relacién con las ecuaciones diferenciales
elipticas.



1.1. DEFINICIONES Y CONCEPTOS 21

donde A; es el valor propio mas chico de A. Entonces
B(z,r) = 27 Az > \||z]|* Vz € R"

Es decir, la coercitividad fuerte se cumple con constante § = ;.

Los dos ultimos resultados que presentaremos en esta seccién son probablemente
las caracterizaciones mas importantes que hay de los espacios de Hilbert. Ambos son
resultados particulares de estos espacios, pues dependen de la existencia del produc-
to interno y de la ortogonalidad. Ademas, seran las herramientas fundamentales que
utilizaremos para demostrar el Teorema de Lax-Milgram en la préxima seccién.

El primero de estos resultados, el Teorema de la Proyeccién, es importante porque
ademds de garantizar la existencia de la proyeccion ortogonal en los espacios de Hilbert,
muestra una caracterizacion del espacio a través de subespacios y sus complementos
ortogonales. Dicha propiedad es comin a todos los espacios con producto interno de
dimensién finita, y la demostracion en ese caso es bastante directa. Del caso para los
espacios de Hilbert, un tanto mas complicado, existen varias versiones, entre las cuales
esta la que presentamos a continuacién.

Teorema 1.1.30. (de Proyeccién) Si H es un espacio de Hilbert y M es un subespacio
cerrado de ‘H entonces
H=MaoM™*

Demostracion. 1. Dado que (-,-) es lineal, vemos que M~ es un subespacio de H, y
la desigualdad CBS implica que ademés es cerrado. Si x € M y x € M* entonces
(x,z) = 0, lo que implica que z = 0. Por lo tanto, M N M+ = {0}.

Basta mostrar ahora que M + M+ = H.

2. Sea x € H arbitrario. Mostraremos que el conjunto x — M = {y € H |y =
r —m,m € M} tiene un elemento de norma minima. Sea d = inf{||u| : v € v — M}.
Escojamos u,, € x—M tal que |lu|| — d. Dado que 5 (uy+um) € x—M, [[uy+uyy| > 4d2.
Esto, combinado con la ley del paralelogramo, muestra que

2]unll* + 2l = llun = wmll* = lltn + wn|* > 4d*

Pero 2||u,||? + 2||um||* = 4d?, por lo que ||u, — uy||> = 0, luego (u,) es de Cauchy, y
por la completez del espacio y la cerradura de x — M, converge a algun u € x — M, con
||u|| = d. Por lo tanto, existe z; € M que minimiza ||z — z1]|.
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3. Sea xy := x — w1, entonces ||xa] < ||z + y|| para todo y € M. Podemos decir
equivalentemente que
22|l < [lze = Ayl Vy e M

donde \ = <|"|”;"‘g>. Elevando al cuadrado y desarrollando vemos que

22| < [log — Ay|* = lz2|* 4+ 2R(A(z2, y)) + Nly|)?
(2, 1) 2 lyl? (2,9)*
= ||z2||* — 2 + (22, y)
]2 w4 w1

Es claro entonces que (xy,y) debe ser 0, por lo que x, € M*. Hemos demostrado
entonces que £ = x, + o con 1 € M y 29 € M*, es decir, H = M + M+, O

(1.10)

= [la|* =

Como consecuencia directa del teorema anterior, si M es un subespacio cerrado de
H, y es distinto de H, entonces existe un elemento = € H tal que z 1. M. Este sencillo
razonamiento serda de vital importancia tanto para la demostracion del Teorema de
Lax-Milgram, como para casi todas sus generalizaciones.

El siguiente teorema, ademas de ser esencial en los espacios de Hilbert, es proba-
blemente uno de los mas importantes en todo el analisis funcional. Conocido como el
Teorema de Representacion de Riesz, este resultado en realidad pertenece a un grupo de
varios teoremas fundamentales conocidos con este nombre. La primera version de este
teorema, en la que se prueba que todo funcional lineal en L?[0, 1] es representable por
integracién, fue descubierto en 1907 paralelamente por los matematicos Frigyes Riesz
[15] y Maurice Fréchet [7], hingaro y francés, respectivamente. La version general para
espacios de Hilbert, que sera la que mostraremos a continuacién, se encuentra en un
articulo posterior de Riesz [16].

El Teorema de Representacion de Riesz jugd un rol fundamental en los albores del
andlisis funcional, siendo uno de los primeros resultados basicos y fuertes de éste. En
ese momento, ayudo a formalizar los cimientos de esta rama de las matematicas y a
entender mejor los espacios de funciones y la relaciéon con sus duales. Aun hoy en dia
es uno de los resultados mas utilizados en el analisis funcional.

Sin mas preambulo, mostramos a continuacion dicho teorema.

Teorema 1.1.31. (Representacion de Riesz) Sea H un espacio de Hilbert y f : H —
K una funcional lineal continua, entonces existe un unico y € H tal que f(x) =
(z,y) Vo €M yademds ||f|| = [yl
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Demostracion. 1. Si f = 0 entonces tomando y = 0 tenemos que
flz)=(x,0) =0 VeeH

Si por el contrario f # 0, entonces N(f) C H. Por la continuidad de f, N(f) es un
subespacio cerrado de H, por lo que el Teorema de la Proyeccién (1.1.30) implica que
existe u # 0 con v € H \ N(f) tal que u L N(f). Es claro que se puede tomar en
particular u con |lu|| = 1. Notemos que para toda x € H se tiene

f(f(@)u = fu)z) = f(2)f(u) = fu)f(x) =
por lo que f(z)u — f(u)x € N(f). Ademds, como u € N(f)* entonces

0= (f(z)u— flu)z,u) = f(@)||ul* — (=, f(u)u)
es decir
@)= T = () Ve H
tomando y = f(u)u.

2. Mostraremos a continuacién que dicho y es tnico. Si existiesen y, 1y, € H tales
que f(z) = (z,y1) = (x,y2) entonces

(x,1 —y2) =0 Ve eH = y1—yp=0 = 1y =1

Es decir, y es unico.

3. Para probar la segunda afirmacion del teorema vemos que

fl@) = (z,y) = |f(@)] =Kz, yl <[]yl

por lo que

LFIF = sup [f(x)] < llyll

[l=]|=1

Si [ly|| = 0, entonces y = 0y f =0, por lo que trivialmente || f|| = |ly||. Si ||y|| # 0,

1= s 0 2 |1 ()| = )| = oo = iy = o

siendo la desigualdad cierta pues || ﬁ || = 1. Es decir, hemos visto que en cualquier caso
11 = Tyl O

Observacion. Si K = R, es claro que la conclusién del teorema anterior se puede
obtener invirtiendo el papel que juegan los elementos de la primera y segunda entrada
del producto interno. Sin embargo, cuando K = C la otra version posible del teorema
es L

Jz € H tunica, tal que f(y) = (x,y) VYyeH

resultado que se obtiene directamente al conjugar ambos lados de la igualdad en la
conclusion original del teorema.
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Como podemos ver, detras del enunciado -aparentemente simple- del Teorema de
Riesz se esconde una demostracion un tanto mas delicada, que se apoya principalmente
en el Teorema de Proyeccién (1.1.30) en espacios de Hilbert.

Para hacer una lectura un poco méas profunda del teorema, podemos pensar en el
producto interno como una funcién lineal de una variable con el espacio dual de H como
contradominio, es decir (-,) : H — H*, que es de la forma

My(y) = (y) € H* (1.11)

Bajo este planteamiento se hace evidente que el teorema anterior asegura la existencia
de la inversa de dicha funcién. Es decir, si tenemos una funcional lineal continua f € H*,
el teorema asegura que existe un elemento y € H cuya imagen bajo M es precisamente
esa funcional. Mas atn, el teorema asegura que dicho elemento es tinico, lo cual indica
que la inversa esta bien definida.

Ademas, el teorema en su enunciado nos otorga otra propiedad de la funcién M, que
puede pasar desapercibida, pero es de una importancia crucial. Nos referimos al hecho
de que ||f]| = ||ly||. Esta equivalencia implica que la solucién y que otorga el teorema
depende continuamente de la funcién f que se elige, o equivalentemente, que la inversa
de la funcién M) es una continua.

Proposicion 1.1.32. La funcion J\4<’>1 es continua.

Demostracion. Sea M@l : H* — H la inversa de la funcién definida en (1.11) y f € H*

funcional lineal y arbitraria. Sea y = M 61( f) segun asegura el teorema (1.1.31). Por
ese mismo teorema se tiene que

MO = Nyl = 11 £1

por lo que M <_>1 es acotada, o equivalentemente, continua. O

Tomando en cuenta ademas esta propiedad, podemos ver que la inversa encontrada,
siendo bien definida y continua, es practicamente ideal. En pocas palabras, el Teorema
de Riesz asegura que el producto interno, como funciéon de una variable, es bicontinuo
(continuo, biyectivo y con inversa continua). En otros términos, la funcién M) es un
homeomorfismo. Mas atn, la proposicion anterior muestra ademas que dicha funcién es
una isomorfismo isométrico.

El Teorema de Representacion de Riesz oculta ain un resultado més: permite de-
mostrar que todos los espacios de Hilbert son reflexivos, pues otorga una identificacion
entre H, H* y H**. Presentamos a continuacién el teorema que prueba este resultado,
omitiendo algunos pasos sencillos en la demostracion.
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Teorema 1.1.33. Sea H un espacio de Hilbert, entonces H es reflexivo.

Demostracion. Sea J : H — H** la inmersion candnica. A la luz de la observacion de la
definicién de reflexividad (1.1.17), sabemos que basta con demostrar que R(J) = H*™*.
Esto equivale a mostrar que para todo elemento F' € H** existe z € H tal que J(z) = F.
Adoptaremos la notacién J(z) = J, por simplicidad.

Sea entonces F' € H** arbitraria. Si y es un elemento fijo de H, sea v : H — H* dada
por ¥(y) = f,, donde f, es el funcional asociado a y por el Teorema de Representacién
de Riesz. Es fécil ver que ¢ es biyectiva e isométrica. Si el campo subyacente es R, es
ademsds lineal, pero si el campo es C, es anti-lineal (es decir, saca escalares conjugados).
Por otra parte, definamos g € H* la funcional dada por

g(x)=F((x)) z€H, FeH™

Utilizando las propiedades de v y el hecho que F' € H** vemos que

g(ax) + x2) = F(Y(aw: + 22)) = F(Y(ary)) + F(¢(x2))
= aF(Y(z1)) + F((x2)) = aF (¢(z1)) + F(¢(22))

y por otra parte

l9(x)] = [E(¢ ()] = [F@ ()] < [FlllY )] = [E]]]

Entonces ¢ es una funcional lineal acotada en H. Una vez mas, por el Teorema de
Representaciéon de Riesz, existe una tnica z € H tal que

g(x)=(r,z) VeeH

es decir
F(y(x)) = g(z) = (z,2) = (z,2) (1.12)
Finalmente, de la definicién de la inmersién candnica vemos que
L ((x)) = (x)(2) = fulz) = (z,2) (1.13)
De las ecuaciones (1.12) y (1.13), tenemos que J, = F', que es lo que querfamos demos-
trar. [

Habiendo alcanzado el Teorema de representaciéon de Riesz para tenerlo a nuestra
disposiciéon, tenemos finalmente las herramientas necesarias para dar paso al resultado
fundamental de este trabajo: el Teorema de Lax-Milgram.
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1.2. El Teorema

El Teorema de Lax-Milgram fue presentado por primera vez en 1954, en una recopila-
cion de articulos publicada por la Universidad de Princeton con un objetivo en comun:
contribuir con elementos tedricos a la teoria de ecuaciones diferenciales parciales, que
se encontraba en pleno apogeo en ese momento. Denominado originalmente “lema”, y
presentado casi como uno técnico por sus autores, la importancia per se de este resul-
tado haria que con el tiempo se le denominara cada vez menos de esa manera y cada
vez mas como “teorema’”.

Como hemos mencionado anteriormente, el Teorema de Lax-Milgram es uno de re-
presentacion. Este tipo de teoremas, a grandes rasgos, aseguran que existe una identi-
ficacién entre una estructura matematica y otra estructura posiblemente mas conocida
o facil de manejar, y que ciertas propiedades esenciales se mantienen en la transicion
entre ellos. El nombre proviene de la idea de que un elemento en la segunda estruc-
tura “representa’ a aquel con el cudl estd identificado en la primera. En el contexto
del analisis funcional, posiblemente el teorema de representacion mas conocido es el de
Riesz (1.1.31) (y algunas de sus variantes). Por su parte, el Teorema de Lax-Milgram
asegura que las formas bilineales sobre un espacio de Hilbert son representables por
elementos del dual de dicho espacio.

La demostracién del teorema que se presentara aqui es una adaptaciéon de la existente
en [6], que posee un enfoque mucho mds intuitivo que las demostraciones usuales que
utilizan un operador contractivo y el Teorema del Punto Fijo de Banach (véase por
ejemplo [20, 24, 18]). Se eligié basarse en esa demostracién pues muestra claramente la
influencia del Teorema de Representacion de Riesz, ademds de que al requerir menor
manipulacién algebraica, permite percibir mas directamente las ideas fundamentales
detras de la prueba. La demostracién fue modificada para homogeneizarla a aquellas de
las generalizaciones que presentaremos mas adelante, y asi hacer los paralelismos entre
ellas evidentes.

Antes de dar paso al teorema, comenzaremos por probar un par de lemas que seran
de gran ayuda en la demostracién siguiente y en varias de las generalizaciones. Estos se
basan en el concepto de acotamiento por debajo de una transformacién, estrechamente
ligado a la coercitividad de una forma bilineal.

Definicién 1.2.1. Una transformacién T en un espacio normado X es acotada por
debajo si existe una constante § > 0 tal que g||z| < [|[Tz|] Vz e X.

Aunque el acotamiento por debajo no asegura la continuidad de la transformacion,
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si nos permite hacer algunas otras conclusiones interesantes sobre ésta, como muestran
los dos lemas siguientes. No obstante utilizaremos estos dos resultados para espacios
de Hilbert en el Teorema de Lax-Milgram, los formulamos para espacios mas generales
para poder utilizarlos también en las generalizaciones subsecuentes.

Lema 1.2.2. Sean X, Y espacios normados. Entonces una transformacion lineal T de
D(T) C X a'Y admite una inversa continua T~ si y sdlo si es acotada por debajo.

Demostracion. Supongamos que 1" es acotada por debajo, entonces
Bllz|| < |Tz|| Ve X (1.14)
A partir de esto vemos que
reNT)eTr=0&||Tz]|=0< |z =0 2=0

por lo que N(T) = {0} y T es inyectiva. Por lo tanto, T~ : R(T) — X existe. Adem4s,
(1.14) es equivalente a

_ 1
1Tyl < Zllyll vy ey

es decir, 7! es acotada, y por lo tanto continua. O

Directamente relacionado a este resultado se puede también obtener el siguiente.

Lema 1.2.3. Sea B un espacio de Banach y'T : B — B un operador lineal y continuo.
SiT es acotado por debajo, entonces el rango de T es cerrado en B.

Demostracion. Supongamos que {z,} es una sucesién en R(T), el rango de T, y que
Zzn — 2z € B. Al ser T acotado por debajo, el lema anterior implica que debe ser
inyectivo. Asi, sabemos que

dYv,} C X talque z,=Tv, paracada neN
Entonces vemos que
120 = 2l = [ITvn = Tom|| = T (vn — vm)[| = Bllvn — vm]|
Pero {z,} en particular es de Cauchy, por lo que

lim ||z, — zm|| =0
n,m—00

luego, por la desigualdad anterior, {v, } también es de Cauchy. Mas ain, como B es un
espacio de Hilbert, {v,} es convergente con la norma usual a un elemento, digamos v,
en B. Para terminar utilizamos la continuidad de T para ver que
z= lim z, = lim Tv, = T(lim v,) =Tv
n— oo n— o0 n—oo

Es decir z = Tv € R(T'). Hemos probado entonces que R(T') es cerrado. O
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Con los conceptos y resultados de la seccién anterior mas estos dos lemas adicionales,
nos encontramos finalmente listos para definir y demostrar el teorema principal de este
trabajo. Como veremos a continuacion, esta demostracion se basa en definir un operador
T asociado a la forma bilineal B a través del producto interno. Demostrando que dicho
operador es invertible, se le combina con el Teorema de Representacion de Riesz para
llegar a la conclusion.

Teorema 1.2.4. (Lax-Milgram)(TLM) Sea H un espacio de Hilbert y B : H x H — R
forma bilineal, acotada y fuertemente coercitiva. St F': H — R es una funcional lineal
acotada, entonces existe un unico vy € H tal que®

B(x,y0) = F(x) Ve e H (1.15)

Demostracion. 1. Fijando el elemento y € H, la aplicaciéon B, = B(z,y) : H — R
es una funcional lineal sobre H para x. Como B es trivialmente continua para cada
uno de sus argumentos, entonces B, lo es también, y por tanto por el Teorema de
Representacién de Riesz (1.1.31) existe un unico z € H que satisface

B(z,y) = By(z) = (x,2) VxeH (1.16)

Como se puede repetir este proceso para cada y € H, podemos definir el operador 1" de
H en H dado por Ty = z tal que (x, z) = B(x,y) para todo x € H.

2. Es claro que T es un operador lineal, pues B y el producto interno lo son. Ademas,
es acotado pues como

ITyll* = (Ty, Ty) = B(Ty.y) <Al Tyllyl
por ser B acotada, entonces
1Tyl <yl vy eH

Utilizando el hecho de que B es coercitiva y la definicién de T, existe § € RT tal que

ollyll* < Bly,y) = (v, Ty) < Iyl Ty]

por lo que
Sllyll < I T'y| (1.17)

es decir, T es acotado por debajo. Esto implica que T~! existe y es continuo, por el
Lema (1.2.2), y ademds R(T') es cerrado por el Lema (1.2.3).

8En el enunciado original del teorema, la consecuencia presentada es F(z) = B(z,y0) = B(y1,7)
para dos elementos unicos yg,y1. Con esto Lax y Milgram muestran explicitamente que el teorema
puede ser aplicado simétricamente sobre las dos entradas de la forma bilineal.
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Demostraremos ahora que R(7') = H. Supongamos lo contrario, esto es, R(T') C H.
Entonces en virtud del Teorema de Proyeccién (1.1.30) (que podemos utilizar dado que
R(T) es cerrado) existe w € H con w # 0 tal que w € R(T)*. Pero esto implica que

5||w||2 < B(w,w) = (w,Tw) =0

luego w = 0, que implica una contradiccién. Vemos entonces que R(7T) = H. Combi-
nando esto con el hecho que T es invertible, podemos concluir que la ecuacion Ty = z
tiene una solucion tnica para cada z € H.

3. Por otra parte, utilizamos una vez més el Teorema (1.1.31) para ver que
F(z) =(z,zp) VzeH

para un unico zrp € H. Por lo visto en el punto anterior, podemos encontrar un tnico
Yo € H que satisface Tyy = zp. Entonces retomando (1.16) vemos que

B(z,y0) = (z, Tyo) = (x,2p) = F(x) VreH

que es precisamente lo que se buscaba demostrar. O

A la luz de la fuerte dependencia de la demostracién anterior en el Teorema de
Representacion de Riesz, se hace evidente que el Teorema de Lax-Milgram puede ser
interpretado como una generalizacién (en los reales) de este ultimo, para incluir fun-
ciones bilineales mas generales que el producto interno. En otras palabras, basta con
tomar la forma bilineal requerida por el teorema anterior como el producto interno en
el espacio H, es decir B(z,y) = (z,y), para obtener el Teorema de Riesz como caso
particular. Es evidente que el producto interno cumple las hipétesis de acotamiento y
coercitividad, pues

[z, 2) =ll=z[I* vy Kzl < llzlllyl

por lo que ambas condiciones se cumplen con constantes respectivas iguales a 1.

En este punto nos detenemos, al igual que lo hicimos para el de Riesz, para hacer
un analisis mas profundo del significado del teorema recién demostrado. Recordando la
funcién My definida en (1.11), podemos ahora pensar en cualquier forma bilineal como
una funcién lineal de una variable B(,-) : H — H*. Entonces, podemos ahora definir
para cada y € H la funcién

Mp(y) = B(-,y) € H* (1.18)

De esta forma, el Teorema de Lax-Milgram asegura la existencia de la inversa de dicha
funcién, siempre y cuando cumpla condiciones de acotamiento y coercitividad. Es decir,
si tenemos una funcional lineal continua F' € H*, el teorema asegura que existe un
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elemento yy € H cuya imagen bajo Mp es precisamente esa funcional. Mas atn, el
teorema asegura que dicho elemento es tunico, lo cual indica que la inversa esta bien
definida. Nos gustaria que, como sucedié para el Teorema de Representacién de Riesz,
la funcién My ! fuese también continua. Para investigar dicha propiedad, necesitaremos
un corolario mas.

El siguiente corolario es un resultado directo que en ocasiones se suele incluir como
un resultado adicional en el enunciado del Teorema de Lax-Milgram. Sin embargo, éste
tiene una importancia particular por si solo -sin mencionar que en el articulo original
de Lax y Milgram no estd incluido dentro de la formulacién del teorema- y por esta
razon lo hemos tratado separadamente como un corolario en este trabajo. Esto permite
explicar su importancia de manera independiente, ademas de no confundirlo con el
resultado principal del teorema.

Corolario 1.2.5. Con la notacion del Teorema (1.2.4), sea yo el elemento asociado
a la funcional F. Entonces se tiene que ||[yolly < 3||F |, donde 6 es la constante de
coercitividad de la forma bilineal B.

Demostracion. Sea z = Ty. Segun vimos en la demostraciéon del teorema, el Lema
(1.2.2) asegura que T~ ! es acotada, es decir, continua. Mds atin, ese lema muestra que
la cota del operador inverso es el inverso de la cota inferior del operador, que en este
caso es d por (1.17). Entonces

. 1
lyll =172l < SlI=|

Sabemos que z proviene de aplicar el Teorema de Representacion de Riesz al funcional
F, por lo que, también segin ese teorema, se tiene que ||z|| = ||F||. Es decir

1 1
< |zl = =||F
Iyl < 5120 = =117

que es lo que se buscaba demostrar. O

Esta propiedad es de una importancia enorme, pues asegura que el elemento 1y, que
se obtiene como consecuencia del Teorema de Lax-Milgram esté acotado de antemano a
través de la funcional lineal F' que se escoge. El conocimiento de esta cota a priori para
el elemento y, serd fundamental en las aplicaciones del teorema, como veremos mas
adelante. En otros términos, el corolario anterior indica que y, depende continuamente
de F, 6 -retomando la interpretacién dada anteriormente de Mp - que la funciéon Mz*
es ademas continua. Agrupando todas estas propiedades, concluimos que la funcién Mpg
es un homeomorfismo entre H y H* (en este caso no es una isometria).
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1.3. Una demostracion alternativa

Como mencionamos en el apartado anterior, las demostraciones del Teorema de Lax-
Milgram usualmente son variantes de aquella mostrada en la secciéon anterior, utilizando
como apoyo el Teorema de Representacion de Riesz, o pertenecientes a la familia de
demostraciones que utiliza este teorema en combinacién con el Teorema del Punto Fijo
de Banach. Sin embargo, es posible realizar dicha demostracion sin utilizar el Teorema
de Riesz, utilizando en su lugar una variante del Teorema de Hahn-Banach, atribuida
a S. Mazur, que presentamos a continuacion.

Teorema 1.3.1. (Hahn-Banach) Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Banach
B. Entonces para todo xy € B\ M eziste una funcional lineal continua fo € B* tal que
fo(zo) >1y fo=0en M.

Demostracion. La prueba de este teorema, asi como la de otros teoremas de Hahn-
Banach, se realiza a detalle en el Apéndice B. O]

Utilizando este resultado, proponemos la siguiente demostracion del Teorema de
Lax-Milgram.

Demostracion Alternativa de (1.2.4).

1. Fijando el elemento y € H, la aplicacién B(-,y) : H — R es una funcional lineal
sobre ‘H para la primera entrada. Definimos entonces la transformacion T : H — H*
dada por Ty = B(-,y).

2. T es automaticamente lineal y continua ya que B lo es. T es ademas acotada por
debajo pues

Sllyll* < 1By, »)l = [Ty(y)| = lly] ‘Ty (H?A!)‘ < [lyll sup {y e #H) = lylliTyll
lole

es decir
Syl < Tyl

Entonces los Lemas (1.2.2) y (1.2.3) aseguran que 7' es inyectiva y ademas R(T) es

cerrado en H*.

3. R(T) = H*. Supongamos lo contrario, es decir, que existe F e H* tal que F ¢
R(T) (obviamente F' # 0). Por el Teorema (1.3.1), existe z € H** tal que z(F) > 1y
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z(F) = 0 para todo F' € R(T). Como H es reflexivo, podemos identificar z con = € H,
entonces las propiedades anteriores se convierten en F(z) > 1y B(x,y) = Ty(z) = 0
para toda y en H. La coercitividad fuerte de B y la segunda de estas dos propiedades
implican que x = 0, y por la linealidad de F' se tiene que F (x) = 0, una contradiccién.
Entonces vemos que R(T) = H*.

4. Finalmente, el punto anterior implica que para cada F' € H*, existe un elemento
Yo € H tal que F = Ty, es decir, F(z) = Tyo(z) = B(x, o) para todo z en H. Dicho
elemento g, es unico por la inyectividad de 7T'. Esto es precisamente lo que buscabamos
demostrar. O

Esta demostracion Teorema de Lax-Milgram es similar a la original, presentada en
la seccion anterior, en el hecho que define una transformacién T asociada a la forma
bilineal B. Sin embargo, difiere en el hecho que en este caso la transformacién T' tiene
como contradominio el espacio dual de H, y no H mismo como el caso anterior (en el
cual T" era un operador), ademds de que en este caso la transformacién no esta definida
a través del producto interno sino directamente como una de las entradas de B. Este
hecho es de vital importancia, pues sugiere que una prueba de este estilo puede ser
utilizada para espacios que no poseen un producto interno, como los de Banach.

Otra idea que surge a partir de esta demostracién alternativa es que si el Teorema
de Hahn-Banach puede fungir como sustituto del de Representacion de Riesz en este
caso, debe existir algin tipo de relacion entre ellos. En efecto, de la familia de teoremas
de extensién de Hahn-Banach, algunos de ellos situados en espacios de Hilbert impli-
can resultados muy similares al de Riesz. De hecho, el Teorema (1.3.1) aqui utilizado,
cuando se toma a B como un espacio de Hilbert, es esencialmente el Teorema de la Pro-
yeccion (1.1.30), que hemos utilizado en la seccién (1.1) para demostrar el Teorema de
Representacion de Riesz. Otro momento en la demostracion en que el Teorema de Riesz
aparece implicitamente es cuando utilizamos la hipétesis de reflexividad del espacio de
Hilbert. Sin embargo, no estamos formalmente utilizando el Teorema de Riesz pues la
propiedad de reflexividad de los espacios de Hilbert puede ser también demostrada -
aunque mas tortuosamente - con el Teorema de Hahn-Banach.

En conclusién, la demostracién alternativa del Teorema de Lax-Milgram que pre-
sentamos aqui es simplemente un atajo, que se apoya en un resultado mas general que
el de Riesz, pero que al hacer esto (y evitando el uso del producto interno) otorga la
ventaja de volverse potencialmente 1util para variantes mas generales del Teorema de
Lax-Milgram. De cualquier manera, el hecho de que esta demostracién se pueda ha-
cer apoyada ya sea en el Teorema de Riesz o en el de Hahn-Banach, ejemplifica una
caracteristica interesante del andlisis funcional: gran parte de la teoria se puede sus-
tentar simplemente sobre un grupo pequeno de resultados trascendentales, todos ellos
intimamente relacionados.
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1.4. Implicaciones

En esta seccion analizaremos algunas consecuencias, observaciones y sutiles resulta-
dos paralelos al Teorema de Lax-Milgram. Comenzaremos investigando las nociones de
suficiencia y necesidad en éste.

Segun lo que nos muestra el Teorema (1.2.4), la coercitividad fuerte (1.1.29) de B es
una condicion suficiente para que exista una solucién tnica al problema:

Encontrar € H tal que
{ Y q (1.19)

B(z,y) = F(z), VreH

Sin embargo, dicha condicién no es una condicién necesaria. En caso de que lo fuese,
el Teorema de Lax-Milgram seria una implicacién en ambos sentidos (como en efecto
sucedera para algunas de las generalizaciones). En el contexto de las aplicaciones este
es un hecho crucial: muestra que la coercitividad fuerte no es en general una condicion
6ptima. No obstante esto, en el caso en que la forma bilineal B es simétrica y positiva
(ademds de acotada), la coercitividad fuerte de B si es una condicién necesaria para la
existencia de la solucién al problema (1.19). Esto se resume en el siguiente lema.

Lema 1.4.1. Sea B una forma bilineal simétrica, positiva y acotada. Si para cada
F € H* existe una tinica y € H que cumple B(x,y) = F(z) para toda x € H, entonces
la forma B es fuertemente coercitiva.

Demostracion. Para empezar, demostraremos que la forma B cumple una desigualdad
andloga a CBS. Por la positividad de B sabemos que B(u — Av,u — Av) > 0 para
cualesquiera u,v € H y A € R. Utilizando la bilinealidad y simetria de de B vemos que:

0 < B(u— Mv,u — M) = Blu,u) — 2AB(u,v) + A?B(v,v)

B(u,v)

Si suponemos que B(v,v) # 0 (ese caso es trivial), tomemos A = Blow) Entonces a
partir de lo anterior obtenemos
B(u,v)?>  B(u,v)? B(u,v)?
0<B -2 =B -
< Blu,u) B(v,v)  B(v,v) (v, ) B(v,v)
Esto equivale a
B(u,v) < B(u,u)?B(v,v)? (1.20)

Sea T': H — H* la transformacién dada por Ty = B(-,y). Segun las hipdtesis, para
cada ' € H*, la preimagen bajo T" de F' existe y es unica. Esto equivale a decir que T
es biyectiva. Si una transformacion en un espacio de Hilbert es biyectiva, entonces debe
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ser acotada por debajo (probaremos esto para el caso mas general de los espacios de
Banach en el Capitulo 2, Lema (2.3.5)), por lo que existe § positiva tal que o||y|| < || Ty/|
para toda y € H. Desarrollando esto vemos que

Sllyll < I Tyll = sup {Ty("”),x " o}

]

1/2 1/2
:Sup{B(fv,y)’x%O} < Blz,2) "B(y.y) Vo € U

]

Dado que lo anterior se cumple para toda y, podemos en particular tomar y = =,
dejando z libre, y obtener

S||z||* < B(z,z) VzeH

es decir, la coercitividad fuerte de B. O

La razon por la cual la coercitividad fuerte no es una condicién necesaria radica
en que es demasiado impositiva, por lo que es suficiente para asegurar el resultado,
pero demasiado para que el converso del teorema se cumpla. Intuitivamente, esto se
podria resolver imponiendo a la forma bilineal alguna otra condicién menos fuerte.
Dicha condicion, la coercitividad débil que definiremos mas adelante, sera fundamental
para muchas de las generalizaciones.

Existe otro hecho que a pesar de no ser evidente, es crucial en las hipdtesis del
Teorema de Lax-Milgram: la forma bilineal B puede no ser simétrica. Esta sutileza
es precisamente la que distingue este teorema del de Representacién de Riesz, como
veremos a continuacion.

Si B cumple las hipétesis del Teorema (1.2.4) y ademds es simétrica, entonces es
un producto interno en H. Esto es facil de ver, pues las primeras dos condiciones de
la definicién (1.1.5) son evidentes por la linealidad de B, la tercera es precisamente la
simetria y

(iv) B(x,x) >0 VxeH y B(r,z)=02=0
es consecuencia directa de la coercitividad fuerte, pues
B(z,z) > 6||z]* >0 VzeH, 0=DB(zr,z)>d|z]|<x=0

Ademds, la norma inducida por dicho producto interno ||[v||% = B(v, v) es equivalente
a la norma original en H pues

dllvllz, < B(v,v) = ollp < Mljvlllvll = Mv]l3,
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por las condiciones de acotamiento y coercitividad. De esta manera, vemos claramente
que cuando la forma B es simétrica, el Teorema de Lax-Milgram es simplemente una re-
formulacion del Teorema de Riesz, asegurando que la solucion y € H es el representante
de F para el producto interno B(-,-). Este hecho muestra que la verdadera importancia
del Teorema de Lax-Milgram radica en ser valido aiin para formas bilineales no simétri-
cas. Sin embargo, si la forma B es simétrica entonces ademas existe una forma explicita
de construir el elemento y cuya existencia esta garantizada por este teorema.

Teorema 1.4.2. Sea X un espacio con producto interno, B una forma bilineal acotada,
positiva y simétrica. Entonces y € X cumple

B(z,y)=F(z) VrelX (1.21)

sty solo si minimiza la siguiente funcional:

Demostracion. Sean z,y € X y t € R. Veamos que

J(tex +y) = %B(m +y,te+y) — Fte +y)
= %B(y,y) + B(tx,y) + gB(L x) —tF(z) — F(y) (1.22)
= J(y) +Blz.y) ~ (@) + 5 Bla,2)

Ahora, supongamos que y € X cumple (1.21). Entonces utilizando la ecuacién anterior
con t = 1 obtenemos

T +y) = J(y) + %B(a:,:c) > J(y) VeeX (1.23)

es decir, y minimiza J. Conversamente, si J tiene un minimo en y € X entonces la
derivada de la funcién ¢(t) = J(tx +y) debe ser nula en ¢t = 0 para toda x € X. Vemos
asf a partir de (1.22) que

¢'(0) = B(z,y) — F(z) =0 VreX

es decir, se cumple (1.21). O

Si en el teorema anterior se sustituye la condicién de positividad por la coercitividad
fuerte se obtiene un resultado adicional.
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Corolario 1.4.3. Supongamos que en el Teorema (1.4.2) la forma bilineal B es ademds
fuertemente coercitiva con constante & > 0. Entonces la funcional J tiene un unico
minimo.

Demostracion. Retomando (1.23) de la demostracién del Teorema (1.4.2), vemos que
para cualquier x diferente de cero se tiene

T +y) = Jy) + 5B, 7) > I(y) + Olell> > T(y)

es decir, y es el inico minimo de la funcional J. O

Podemos concluir a partir de los dos resultados anteriores que encontrar una solucién
al problema (1.19) puede ser interpretado como un problema de optimizacién, siempre
y cuando la forma bilineal B sea simétrica. Mas atin, cuando B es ademas fuertemente
coercitiva, este problema de optimizacién tiene una solucién tnica. Esto sugiere que
podemos interpretar la coercitividad fuerte de B como una propiedad de convexidad
estricta® de la funcional J, pues garantiza la existencia de a lo mds un punto minimo.

La funcional J tiene ain otra aplicacion en la teoria circundante al Teorema de
Lax-Milgram: permite demostrar una variante de dicho teorema para conjuntos conve-
xos. Esta versién, extraida de la teorfa de elementos finitos'®, consiste en utilizar como
dominio de la funcional F' (del las hipétesis del Teorema de Lax-Milgram) cualquier
subconjunto convexo W del espacio de Hilbert principal. El interés de esta generali-
zacion radica no sélo en su utilidad para varias aplicaciones practicas dentro y fuera
del método de elementos finitos, sino también en el hecho que ejemplifica la estrecha
relacién que existe en entre los teoremas de existencia y unicidad (como lo es el de
Lax-Milgram) con los problemas de optimizacién de funcionales. Ademds, es impor-
tante porque, a diferencia del Teorema (1.4.2), no requiere que la forma bilineal sea
simétrica.

Teorema 1.4.4. Sea W un conjunto convezxo y cerrado en un espacio de Hilbert H y
B :H xH — R un operador bilineal, acotado y fuertemente coercitivo. Entonces para
cada F € H* existe un unico yo € W tal que J(yo) = infy,ew J(w) donde

J(w) = %B(w,w) ~ F(w)

9En optimizacién convexa, una funcién f : C — R, donde C es un subconjunto convexo de un
espacio vectorial, es llamada estrictamente convexa si f(tx1 + (1 — t)z2) < tf(xz1) + (1 —¢) f(x2)
para toda ¢ € (0,1). Entre otras cosas, esta propiedad asegura que si la funcién tiene un minimo, este
serd tunico.

OVer por ejemplo [21, pp. 24-25)].
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Demostracion. Veamos que la funcional J es acotada por debajo pues:

1 1 A& als
> — 2 _ = — — 2 _ >
Jw) > S8l = 1Pl = (@l - [#])? - L2 > 1]

o0

o° 1 una sucesién minimizadora, es decir

Sea a = inf ey J(w) y (wy,)

lim J(w,) = a, w, € W

n—oo
Entonces

S|lwp — wi||? < Bwy — Wy, Wy, — Wy,
= 2B(wp, wy) + 2B(Wy,, W) — B(wy, + Wy, w0y + wiy,)

— 4T (w,) + 4T (1) — 8 (_“’n . U’m) (1.24)
< 4 (w,) + 4 (wn) — 8a

donde 3(w, + wy,) € W por la convexidad de W. Ahora, como ambas J(w,) — a 'y
J(w,,) — a, entonces se tiene que ||w, — wy,| — 0 cuando n,m — oco. Por lo tanto,
(wy)5e, es una sucesion de Cauchy en ‘H y por tanto existe yo € H tal que w,, — yo.
Ademas, como W es cerrado, podemos concluir que yy € W. La continuidad de J
implica que

T = lim J(w,) = inf J(w)

Ahora, para probar que la soluciéon yy € W es tnica, supongamos que 4y y %1 son dos
soluciones. Claramente la sucesiéon yo, y1, ¥o, Y1, ... €S una sucesion minimizadora, pero
vimos antes que toda sucesiéon minimizadora debe ser de Cauchy. Esto implica que

Yo = Y1- [

Como podemos ver, la funcional J(v) = 3 B(v,v)—F(v) tiene gran importancia tedri-
ca. Dicha importancia se manifiesta ademas en diversas aplicaciones, pues la funcién J
comunmente es utilizada para modelar ciertos efectos fisicos que intervienen en la for-
mulacién de un problema. Por ejemplo, en varias aplicaciones a ecuaciones diferenciales
parciales de tipo eliptico (normalmente derivadas de la fisica) que describen estados de
equilibrio o de minima energia de un sistema, dicha funcional representa una funcién de
energia abstracta. Existe ademés un esquema numérico basado en la minimizacion de
funciones de energia de este tipo, llamado el Método de Ritz. Retomaremos la funcional
J cuando analicemos aplicaciones del Teorema de Lax-Milgram a la ecuaciéon de Poisson

en el tercer capitulo.



Capitulo 2

Generalizaciones

Casi desde el momento en que el Teorema de Lax-Milgram irrumpio en el campo
del analisis funcional, surgio el interés por encontrar posibles generalizaciones a tan
poderoso resultado. Habria de transcurrir menos de una década para que las primeras
de estas generalizaciones hicieran su aparicién a manos de Jacques-Louis Lions (1961)
y Jindfich Necas (1962), y en las décadas subsecuentes surgieron cada vez maés.

Estas generalizaciones abarcan una gran variedad de posibles modificaciones a las
hipdtesis del teorema original, casi todas ellas involucrando un dominio de la forma
bilineal B mas general, ya sea permitiendo que sea el producto cartesiano de espacios
distintos o que estos espacios sean de clases mas generales que los espacios de Hilbert.
Muchas otros autores se enfocaron en descubrir condiciones adicionales que permitirian
obtener la conclusién de dicho teorema para espacios mas particulares, con ciertas
propiedades especificas.

Dentro de las posibles generalizaciones del teorema, la que probablemente parece
mas natural e intuitiva es aquella de permitir que el dominio de la forma bilineal B
sea el producto cartesiano de dos espacios de Hilbert no necesariamente iguales. Por
esta razon, esta idea sera la primera que analizaremos en las dos primeras secciones.
Posteriormente, lo haremos con otras generalizaciones que parten de ideas distintas a
ésta, variando de alguna manera u otra el dominio de dicha forma bilineal. De cual-
quier manera, es digno de notar la gran fecundidad de resultados a los que dio pie el
Teorema de Lax Milgram a raiz del interés inmediato que suscitd, siendo algunos de
estos resultados posteriores muy importantes para el desarrollo de diferentes areas de
las matematicas.

38
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2.1. Una generalizaciéon para Hy H

Edward Landesman realizé un primer acercamiento hacia la posibilidad de utilizar
el Teorema de Lax-Milgram para una forma bilineal B cuyo dominio constara de es-
pacios de Hilbert distintos. Dicho acercamiento fue presentado en [11], desarrollando
una generalizacion para este teorema en la cual la forma bilineal tiene como dominio el
producto cartesiano H X H s, espacios de Hilbert asociados a una transformacién A
y su x-reciproco A’ = A*~1. Estos espacios, introducidos por él mismo en otro articulo
anterior [10], son de gran importancia para el estudio de ecuaciones diferenciales par-
ciales, en las cuales A es un operador diferencial. Mostraremos a continuacién cémo se
obtienen dichos espacios.

Supongamos que H y H; son dos espacios de Hilbert cualesquiera, y A una trans-
formacién lineal de ‘H en H;, con rango cerrado en H; y con dominio denso en H. A
continuacion definimos la siguiente norma en el rango

|z||a = || Ax|| Vo € Dy (2.1)

con la cual el dominio D(A) = D4 es un espacio completo. Para que || - || 4 sea efectiva-
mente una norma, supondremos en este punto que N(A), el niicleo de A, es tinicamente
{0}. El espacio (D, ||-]|) que se obtiene como resultado de esto es un espacio de Hilbert
y lo llamaremos H 4.

Sea, A" el pseudo-inverso del adjunto de A (también llamado *-reciproco), es decir
A" = A*~1. Como se hizo antes, se completa el dominio D(A") = D4/ con respecto a la
norma

lella = Az ¥z € Dy (2.2)

y se bautiza al espacio de Hilbert asi obtenido como H 4.

Por otro lado, la cerradura R4 del rango de A es un espacio de Hilbert con la norma
natural en H;. Ademas, A es claramente una transformacién de D4 en R4 que preserva
la norma, tomando la norma en D4 como (2.1). Entonces extendemos A linealmente a
una transformacién unitarial A : H 4 — R4. Completar Dy con respecto a la norma
(2.2) es equivalente a hacerlo con respecto a

(z,y)
[z]lar = sup (2.3)
vena [ Ayl
pues si escribimos y = A7z para 2 € D41 entonces
A—l A’
vena 1Ayl zep,n 2]l cen, 1 |7l

1Una transformacién es unitaria si su adjunto coincide con su inverso. La definicién formal de esto,
ademads de algunas propiedades de los operadores unitarios se presentan en el Apéndice A.
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Llamamos A’ a la transformacién unitaria con dominio H 4 e imagen R,. El primer
resultado que se puede obtener a partir de esto es

Lema 2.1.1. R4y = Ry
Demostracion. Para empezar veamos que
(Ra): = R4 = Ny-1 = Ny = Ry, = (Ra)*

y como R4y R son cerrados se tiene que

Ra=[(Ra)"]" = [(Ra)']" = Ra

Observacidn. A partir de lo anterior, se vuelve evidente que A’ transforma H 4 en R,
y viceversa para A. Esto nos lleva a notar que, por la forma en la que se construyeron los
espacios Ha y Ha, dado un elemento y € ‘H 4 cualquiera, siempre se puede encontrar
x € Ha tal que Az = A'y. Ademds, se tiene en ese caso que

llloes = 1Az] = 1A = 1yl

Esta idea serd crucial tanto para el resto de la teoria referente a dichos espacios, como
para la demostracién del teorema principal.

Por la manera en que hemos definido los conceptos anteriores, podemos definir un
producto interno para x € Ha,y € Ha de la siguiente manera

(x,y)s = ([lx, fl'y)y.,gl (2.4)

Notemos que dicha definicion es congruente con el producto interno original en H, pues
si x estd en Dy y ademéds y esta en Dy entonces

(z,y). = (Az, Ay) = (Az, A'y) = (A7 Az, y) = (z,y)n

En el contexto de los espacios H4 y Has, definiremos la coercitividad de una forma
bilineal de la siguiente manera, para que sea congruente con la definicién usual.

Definicién 2.1.2. Sea B(:,-) : Ha X Ha — R. Decimos que B es fuertemente
coercitiva si existe una constante 0 positiva tal que

B(z,y) > d|lyll3,,

para todas las z,y tales que Az = fl’y.



2.1. UNA GENERALIZACION PARA H, Y Ha 41

Observacion. Es claro que la definicién anterior se puede formular también en térmi-
nos de la norma de z, pues como Az = Ay, se tiene que ||z, = lyll2,,, entonces

B(z,y) = dllyllz,,, = dll=ll3,,

Una vez que hemos construido la estructura basica de los espacios Ha v Has, po-
demos pasar a presentar algunos resultados que serdn necesarios para la demostracion
del teorema que nos concierne. El primero de ellos es una ligera generalizacién de la
desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz.

Teorema 2.1.3. (Desigualdad CBS Generalizada) Six € Ha, y € Ha entonces

[z )| < Nlleallylla,

Demostracion. El resultado se obtiene directamente a partir de la definicién del pro-
ducto interno (2.4) y la desigualdad CBS original

(@, y)| = [(Az, Ay)| < [A|[[|AY]| = [zl Yl

Otro resultado que se puede generalizar facilmente de esta manera y que ademas
resultara, como anteriormente, crucial para demostrar la generalizacion del Teorema
de Lax-Milgram en cuestion, es el Teorema de Representacién de Riesz, cuya version
original presentamos en (1.1.31).

Teorema 2.1.4. (Representacién de Riesz Generalizado) Si f es una funcional lineal
continua sobre Ha entonces existe un inico yo € Har tal que f(x) = (x,yo)« para todo
r € Hy.

Demostracion. Dado que H 4 es un espacio de Hilbert, por el Teorema de Riesz original
se tiene que
flz) =(z,2)n, para algun z € H

Por la observacién al Lema (2.1.1), podemos escoger yo € H tal que Az = Ay, Asi,
<:B Z> <A$ AZ) </~1£E,A/y0>7.[1 = <£E,y0>*

Entonces f(x) = (x,y0). para algin yo € Har. O]
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Finalmente, daremos paso a la ya mencionada generalizacién propuesta por Landes-
man. La demostracion del teorema que utilizaremos a continuacion es una adaptacion
de la presentada originalmente por él mismo, procediendo en una manera similar a como
lo hicimos para el teorema original (1.2.4).

Teorema 2.1.5. (Lax-Milgram Generalizado) Sean H y Hi, dos espacios de Hilbert
reales. Sean Ha y Ha los espacios de Hilbert definidos como en lo anterior a partir
de una transformacion A de H en Hy y sea B(x,y) : Ha X Ha — R forma bilineal,
acotada y fuertemente coercitiva en el sentido de (2.1.2). Entonces dada una funcional
lineal acotada F en Ha, existe una unica yo en Har tal que

B(z,yo) = F(x) Yax € Hay

Demostracion. 1. Fijando y € Has cada By(z) = B(x,y) es una funcional lineal en H 4.
Claramente B, es continuo pues

| Byl = sup [B(z,y)| < |yl
el

Entonces por el teorema (2.1.4) existe un tnico z € H tal que

B(z,y) = By(z) = (x,2) Va&Hy (2.5)
Por lo tanto para cada y € H 4 podemos definir el operador 7" de H 4 en H 4 tal que
Ty = zsi(x,z) = B(z,vy).

2. El operador T es trivialmente lineal. Ademaés es continuo, pues si tomamos y € H 4/
arbitrario, por la definicién de T', tenemos que B(x,y) = (x,Ty) Vx € H,, por lo que
segin una observacién anterior podemos escoger = tal que Ax = A'Ty. Entonces

ITyll3,, = (Ty.Ty)s,, = (A(Ty), A(Ty)) = (Ax, A'Ty)
= (z,Ty) = B(z,y) < vl zllallvlls, =Tl 1 Tyll3e,, (2-6)

por lo que
1Tyl < Yyl

T" ademas es acotado por debajo pues por un argumento similar al anterior, escogiendo
x tal que Az = A'y, utilizando la propiedad de coercitividad (2.1.2) y la desigualdad
de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz generalizada (2.1.3), tenemos que

0yl < Bla,y) = (=, Ty) < |zl Tyl
pero [zl = [yl por lo que

Oyl < ITyll2, (2.7)
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Entonces, por los Lemas (1.2.2) y (1.2.3) sabemos que T~ existe y es continuo (acotada
por la constante ;) y ademds R(T) es cerrado en H 4. Entonces, supongamos que R(T') #
Ha. Asi, existe w € Hy con w # 0 tal que w € R(T)*. Escojamos z € H, tal que
Az = A'w. Pero esto implica que

d||w||? < B(z,w) = (z, Tw) = (Az, A'(Tw)) = (Aw, ATw) = (w, Tw)y,, =0
luego, w = 0 y concluimos entonces que R(T) = Ha:.

3. Sea F' € (Ha)*, usando una vez més (2.1.4) tenemos que F(x) = (x,y*) para un
tinico y* € Har, con ||y*|l,, = [|F|l(34)+- Tomando yo := T~'y* obtenemos el resultado
deseado. Ademis, vemos qie (o]l = I7y*l| < Hlyoll = 1 Flle,y

4. Ahora para demostrar la unicidad de 1, supongamos que existen yo v y; en Har
tales que
B(z,yo) =F(z) vy  Blz,y)=F(x) VreHa

entonces
B(z,yo — 1) = B(z,5) — B(z,y1) = F(z) — F(x) =0 VYax € Hy

como lo anterior se cumple para todo x en Hy4, por la forma en que fueron construidos
Hay Ha, podemos escoger x* en H, tal que

Ax* = A/(?JO — Y1)
por lo que utilizando la coercitividad una vez mas vemos que

llyo — yl”%-LA < B(z*,90—y1) =0

es decir, yp = y1. Con esto concluimos la demostracién. O]

En este punto, se muestra evidente que para obtener el Teorema de Lax-Milgram
original como caso particular del teorema anterior, basta con tomar H = H; y la
transformacion A como la identidad I. De esta manera, A= A" =1y Hs=Hs =H

y por consiguiente las hipdtesis y conclusiones del Teorema (2.1.5) original coinciden
con las de (1.2.4).

La generalizacién que tratamos en esta seccién es sin duda interesante por el hecho
que relaja la restriccion - bastante limitativa - que impone el Teorema de Lax-Milgram
sobre el dominio de la forma bilineal (esto es, que sea el producto cartesiano del mismo
espacio de Hilbert). Es digno de notar también que no fue necesario exigir hipdtesis
adicionales o mas fuertes que aquellas heredadas del teorema original, sino simplemente
modificarlas (la coercitividad por ejemplo) para que fueran congruentes con las otras
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nociones definidas en los espacios H 4 y H . Ademas, volver el teorema valido en dichos
espacios que resultan ser, como dice Landesman, “de importancia fundamental cuando
se estudian ecuaciones diferenciales parciales, particularmente las lineales elipticas”?,

es sin duda de gran utilidad practica.

No obstante lo anterior, es claro que un Teorema de Lax-Milgram para los espacios
Ha v Ha no es un resultado significativamente mas global que el original, y fuera
del contexto de ciertas aplicaciones en particular, parece no ofrecer una gran amplitud
tedrica. Por esta razon, la importancia de esta generalizacion no radica tanto en volver
el Teorema de Lax-Milgram un resultado mas general, si no precisamente en hacerlo
valido en un contexto especifico, ttil para las aplicaciones de ecuaciones diferenciales
parciales.

2.2. Necas-Babuska-Lax-Milgram

Una generalizacion subsecuente a la anterior, aunque mas sencilla en su formulacién,
finalmente nos permitira abarcar las formas bilineales sobre el producto cartesiano de
cualesquiera dos espacios de Hilbert. Estos espacios podran ser distintos y no tendran
que estar necesariamente definidos a través de transformaciones, como en el caso de la
seccion anterior.

El teorema que trata con esta generalizacion fue planteado originalmente por Jindfich
Necas en 1962 [14], tan solo 8 anos después de la aparicién del Teorema de Lax-Milgram,
y contempla, en efecto, una forma bilineal B sobre el espacio H1 X Hs, donde H; y Hs son
espacios de Hilbert cualesquiera. Necas, matematico checo especializado en ecuaciones
diferenciales parciales y analisis funcional no lineal, mostré en dicha publicacién que
basta con sustituir la condicion de la coercitividad fuerte por un tipo de coercitividad
més débil para obtener el resultado del teorema original para dicho dominio de la forma
bilineal.

Sin embargo, este resultado fue en gran parte popularizado por otro matemaético
checo, Ivo Babuska, en el contexto de la teoria de elementos finitos, inicialmente en 1971
[2] v posteriormente en 1972 [3], razén por la cual tiende a atribuirsele erréneamente a
éste la introduccién de esta generalizacion. En algunas fuentes ([17], por ejemplo) se hace
referencia a este resultado con el nombre de “Teorema de Babuska-Lax-Milgram”, cosa
que evitaremos aqui para no restar importancia a su creador original. Es importante
reconocer, de cualquier manera, el mérito de Babuska, un prolifico matematico del
campo de las ecuaciones diferenciales parciales, en ser uno de los principales responsables
de introducir teoremas de existencia (como el de Lax-Milgram y sus variantes) al método

2[11, p. 339]
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de elementos finitos, y por consiguiente, a un conocimiento general mucho mayor.

Habiendo aclarado estos detalles importantes, pasaremos, a continuacion, a definir
el concepto de coercitividad débil.

Definicién 2.2.1. Sean X,Y espacios normados sobre Ky B(-,:) : X xY — K
una forma bilineal. Se dice que B es débilmente coercitiva® si existe una constante
positiva d tal que:

sup  |B(z,y)| > d||z]] Vre X,
llyll=1

y para toda y € Y\ {0}

sup | B(z, y)| > 0
zeX

Observacion. Como su nombre lo sugiere, la coercitividad fuerte en efecto implica
la coercitividad débil, en el caso en que X = Y. Para ver esto, supongamos que B es
fuertemente coercitiva, es decir, cumple

|B(z,7)| > §||z||* VoreX

entonces para x # 0 se tiene

otell < D — | (o, 2]

] ]

por lo tanto se cumple la primera condicién de (2.2.1), pues el caso x = 0 se cumple
también trivialmente. Por otra parte, si y # 0

0 <dllyll <|B(y,v)| < sup |B(z,y)|
xTre

< sup |B(z,y)|
lyll=1

Entonces B cumple también la segunda condicién de (2.2.1), es decir, es débilmente
coercitiva.

Resulta claro de antemano que la coercitividad fuerte no seria 1til para el caso cuando
los espacios subyacentes de la forma bilineal no son iguales, pues la definicién misma de
ésta implica que la forma pueda ser evaluada en un mismo elemento en ambas entradas.
Vemos entonces que la coercitividad débil es, en cierta manera, a lo mas que se puede
aspirar en términos de coercitividad en este caso. Sin embargo, como veremos mas
adelante, resulta ser justamente suficiente para lo que a esta generalizacion concierne.

*En la formulacién original del teorema, Necas utiliza supj, - |B(z,y)| > d2lly| Yy € Hz en
lugar de la segunda de estas condiciones. Posteriormente, se hizo evidente que bastaba con la condicién
aqui expuesta para que el resultado fuera vélido, y por consiguiente, la aqui presentada se volvid la
definicién estandar de coercitividad débil. Es por esto que el teorema tiende a ser enunciado con esta
hipétesis en vez de en los términos originales de su creador.
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Otra formulacién de la definicién anterior son las conocidas condiciones inf-sup.*

Definicién 2.2.2. Sea B(-, ) : X x Y — C forma bilineal. Se dice que B cumple las
condiciones inf-sup si existe 6 > 0 tal que:

B(z,y)

ol s Gl 20
270 ysto

y B(e.y)
f swp >0
y#0 x#0

Esta otra formulacién de la coercitividad, un poco més confusa a primera vista, varia
en el hecho que muestra dos condiciones simétricas (en una se toma el infimo sobre el
espacio X y el supremo sobre el espacio Y, y en la otra es al revés), una de las cuales
contiene una cota ¢ > 0 y otra cumple simplemente la positividad. Sin embargo, ambas
formulaciones son similares en que la primera condiciéon es una de acotamiento inferior
para los elementos en X y la segunda para elementos de Y. Mostramos a continuacion
que, en efecto, ambas formulaciones son intercambiables.

Proposicién 2.2.3. Las condiciones de la definicion (2.2.1) y (2.2.2) son equivalentes.

Demostracion. Partiendo de la primera condicién en (2.2.2) tenemos las siguientes equi-
valencias:

inf  sup MZ(F — sup MZ(S Ve € X
X yey  lz]llyll vey 2/l
y#0 y#0
= sup 'B <x, i)‘ >d|lz| vreXx (238)
yey [yl
y#0
= sup |B(z,y)| > d||z|]| VeeX
[[z[|=1

Para la segunda condicién se tiene

B B
in}f/ sup —||| (||x|’| y|)|| >0 = sup —||| (|T|’| y|)|| >0 VyeY\{0}
ey, T @ T
v 5 Y ez Y (2.9)
= sup |B(z,y)| >0 VyeY\{0}

zeX

4La primera de estas condiciones, también llamada condicion de Babuska-Brezzi, condicion LBB
(Ladyshenskaja-Babuska-Brezzi) o simplemente la condicidn inf-sup, juega un rol fundamental en la
teoria de métodos de elementos finitos y ha sido fundamental en aplicaciones de flujos incompresibles,
problemas de Navier-Stokes y flujos de Stokes. Ejemplos interesantes se pueden ver en [4].
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Por lo tanto ambas condiciones son equivalentes. O

A grandes rasgos, la imposicion de estas condiciones asegura que el valor de la forma
bilineal B crece suficientemente rapido conforme el primero de sus argumentos crece.
Ademas, asegura que B es no degenerado con respecto a su segundo elemento (es decir,
que la forma B no es la forma nula cuando es evaluada en un elemento sobre Y no
nulo). Habiendo ya expuesto e investigado la coercitividad débil, no queda mas que dar
paso al teorema que fundamenta esta generalizacién.

La demostracion del teorema presentada a continuaciéon sigue el esquema de la utili-
zada para la version original del teorema (1.2.4), y es practicamente idéntica a ésta, a
excepcion de algunos cambios necesarios en los lemas adicionales para tomar en cuenta
el hecho de que la transformaciéon 7' tendra como contradominio al espacio Hs, (posi-
blemente) distinto a H.

Teorema 2.2.4. Sean Hi y Ho espacios de Hilbert y B : Hy X Ho — R una funcion
bilineal continua. Supongamos adicionalmente que B es débilmente coercitiva. Entonces,
para toda F' € H5 existe un unico xo € Hy tal que

B(zo,y) = F(y) para todo y € Ha

y ademas:

1
zolla, < 5||F| My

Demostracion. 1. Fijando « € H; cada B,(y) = B(z,y) es una funcional lineal en Hs.
Claramente B, es continua pues

Bl = sup |B(z,y)| <yl

yEH2
[lyll=1

Entonces por el Teorema (1.1.31) existe un unico z € Hy tal que
B(z,y) = Ba(y) = (y,2) VyeH, (2.10)

Por lo tanto podemos definir para cada x € H; la transformaciéon Tx de H; en H, tal
que Tx = z si (y, z) = B(z,v).

2. T es lineal y ademas es continua pues

|Tz|[3, = sup [(y, Tz)| = sup |B(z,y)| < sup ||zl [|ylln = Vl2lln,
yEH2 yEH2 yEH2
lyll<i lyll<1 lyll<1
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T es también acotada por debajo pues

Bzl < sup [B(z,y)| = sup [(y, Tw)| = [Tz

yEH2 yEH2
lyll<1 lyll<1

Entonces, por los lemas (1.2.2) y (1.2.3), T~! existe y es continua, y ademés R(T') es
cerrado en Hs. Supongamos entonces que R(T) # Hs. Entonces 3w € Hy con w # 0
tal que w € R(T)*. Pero esto implica que

|B(u, w)| = [(w, Tu)] =0 Yue H,

pero entonces
sup |B(u,w)| =0
u€H1

que contradice la segunda condicién de la coercitividad débil. Concluimos entonces que
R(T) = Hs.

3. Sea F' € H3, usando una vez més (1.1.31) tenemos que F(y) = (y,yo) para una
tinica yo € Ha, con ||yolls, = [|F|lnz;. Tomando zy := T 'yy obtenemos el resultado
deseado. Ademds, vemos que [|zo|| = [T yoll < 3l|voll = 5| F|

Hs

4. Para mostrar ahora la unicidad de x(, supongamos que existen xy y x1 en H; tales
que
B(zo,y) =F(y) v Blany)=Fly) VyeH,

entonces

B(xg — x1,y) = B(xg,v) — B(x1,v) = F(v) — F(v) =0 Vv €& Hs

esto implica que
0= sup |B(zg — x1,v)| > 0||xg — 1]

vEH2
llv]=1

por lo tanto ||xg — x1|| =0, 6 g = z1. Es decir, el elemento x, es tnico. O

Observacion. Hemos mostrado la version del teorema en la cual F' € H3. En el caso
en que F' € H}, ésta seria, como antes, B(z,y) = F(x) para un tnico y € Ha, y en
las condiciones de coercitividad débil se deberian invertir los roles de las variables de
H1 v Ha. Se escogié mostrar el primero de estos casos porque es el mas comun en la
literatura, cosa que ha estandarizado la definicién de la coercitividad débil de la manera
que la presentamos aqui (2.2.1).

Como hemos podido notar, la demostracion de esta generalizacién no resulta ser
muy diferente de aquella utilizada en el Teorema de Lax-Milgram original, a excepcion
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de ciertos detalles sutiles. La principal diferencia radica en incorporar las condiciones
de coercitividad débil para poder demostrar el acotamiento inferior y continuidad de
la transformacién 7" que hemos definido en todas las demostraciones, pero que en este
caso posee un dominio y contradominio distintos.

Llama la atencién el hecho que no fue necesario definir un producto interno especial
entre los espacios H; y Hs, como ocurrié en la generalizacion se la seccién 2.1, para
los espacios H4 y Ha. Esto se debe a que en este caso, la demostracion se hizo de
manera que todos los productos internos utilizados se encontraban en sélo uno de los
espacios (Hz), por lo que nos basté con utilizar el producto interno ahi definido. En la
generalizacion de Landesman, la teoria se construyé de manera que se permitiera utilizar
esta operacion entre espacios diferentes, cosa que después simplemente se aprovecha en
la demostraciéon del Teorema de Lax-Milgram generalizado. Sin embargo, se muestra
evidente en este punto que una demostracién de dicho teorema se podria haber hecho
sin necesidad de definir un producto interno entre espacios.

2.3. Una generalizacién para espacios de Banach

La siguiente generalizacién que estudiaremos consta realmente de una leve modifi-
cacion a la generalizacion de la seccion anterior, que permitird plantear el Teorema de
Lax-Milgram en espacios de Banach, a condicion de que uno de ellos sea un espacio re-
flexivo. Precisamente por esta similitud, estas dos generalizaciones tienden a asimilarse
(e incluso a confundirse), pues en varios textos donde se presenta el Teorema (2.2.4),
como en [3] y [14], se menciona en una nota aparte la posibilidad de generalizar dicho
resultado para dos espacios de Banach distintos. Por esta razon, el desarrollo de la gene-
ralizacién que estudiaremos en esta seccién es frecuentemente asociado a Jindfich Necas
y a Ivo Babuska. Dicha asociacién es tan fuerte que en [5] el teorema que presentare-
mos a continuacién es llamado el Teorema BNB (Babuska-Necas-Banach). La razén del
ultimo de estos nombres es que, segun el autor, este resultado consiste, desde el punto
de vista del andlisis funcional, de una reformulacién de dos teoremas fundamentales
debidos a Banach: el Teorema de la Gréfica Cerrada y el Teorema de la Aplicacion
Abierta.

Al plantearse un equivalente del Teorema de Lax-Milgram en espacios de Banach,
lo primero que llama la atencién es que en los casos anteriores el producto interno que
poseian los espacios de Hilbert aparecia en repetidas ocasiones en la demostracion, cosa
que definitivamente tendra que cambiar para este caso, dada la falta de dicho producto
en los espacios de Banach. Como explicamos en el primer capitulo, el Teorema de Re-
presentacion de Riesz juega un rol central en el de Lax-Milgram en espacios de Hilbert,
pero dado que este teorema utiliza el producto interno en su misma formulacién, no
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estara a nuestra disposicion. Sin embargo, la demostracién alternativa que presentamos
en la secciéon (1.3) nos da una pista de hacia dénde nos tenemos que dirigir: sustituir
el producto interno y el Teorema de Riesz por conceptos mas generales. Es evidente,
entonces, que el caso para espacios de Banach requerird modificaciones fuertes en la
teoria utilizada para demostrarlo.

Presentaremos a continuacién una notacion utilizada cominmente en la literatura,
que no obstante su similitud con el producto interno (veremos mas adelante que en
varios momentos desempenaran funciones similares), no debe ser confundido con éste.
Debemos recordar en todo momento que en un espacio de Banach no siempre se puede
definir un producto interno compatible con la norma en éste, por lo tanto no podemos
recurrir a dicho producto. Entonces, utilizaremos la notacién (-,-) para simbolizar la
accién de una funcional sobre un elemento, es decir, si x € By 2’ € B* entonces

(z,2 Vg p+ := 2 (x) (2.11)

Como primer uso de esta notacion definimos a continuacién el concepto del dual
de una transformacién lineal en espacios de Banach, que nos sera de gran ayuda més
adelante.

Definicién 2.3.1. Sea T : By — B una transformacién lineal entre dos espacios de
Banach. El dual 7" : B — B} de T es la transformacion que satisface:

(Tx,y)Bys = (2, Ty )g,pr Vo eB,y €B;

Observacion. Notese como la Definicién (2.3.1) imita aquella de los operadores ad-
juntos (1.1.25) en espacios con producto interno. De hecho, no es raro encontrar en la
literatura la utilizacién del término adjunto en vez de dual para transformaciones en
espacios de Banach y la notaciéon 7™ en vez de T". Evitaremos esto aqui para no con-
fundir aquellas transformaciones que son definidas a través del producto interno con
aquellas que no lo son.

El siguiente es uno de los principales resultados sobre propiedades de transformacio-
nes lineales en espacios de Banach.

Teorema 2.3.2. (Aplicacién Abierta de Banach) Sean By y Bs espacios de Banach,
T : By — By lineal y suprayectiva, y U un conjunto abierto en By, entonces T(U) es
abierto en Bs.

Demostracion. Ver [24, pp. T5-77]. ]
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El siguiente lema es una reformulacién del teorema anterior, pero sera de gran utili-
dad en la demostracién de la generalizacion.

Lema 2.3.3. Sea T : By — By una transformacion lineal entre dos espacios de Banach.
Son equivalentes:

(i) R(T) es cerrado.
(ii) Existe a > 0 tal que

VYw € R(T), 3v, € B, tal que  Tv,=w y allvels < |w|s,

Demostracion. Supongamos que se cumple (7). Como R(T) es cerrado en Bs, entonces
R(T) es un espacio de Banach. Como consecuencia del Teorema de la Aplicacion Abierta
(2.32) para T : By — R(T) y U = Bg,(0,1) (la bola unitaria en B;), se tiene que
T(Bg,(0,1)) es abierto en R(T). Dado que 0 € T'(Bg,(0,1)), entonces existe v > 0 tal
que Bg,(0,7) C T(Bg,(0,1)). Sea w € R(T). Dado que 1 € Bg,(0,«) para alguna

2 [Jwl]
a € R, existe z € Bp,(0,1) tal que Tz = 7 HwH En otras palabras, definiendo v = Mz,

se tiene que Tv = w y 3 ||v||s, < ||w||5,.

Para demostrar el converso, sea (w,) una sucesién en R(7) que converge a algin w
en B,. Usando la hipétesis (i7), deducimos que existe una sucesién (v,) en By tal que
Tv, = w, y a||lvy||, < ||wnlls,- Dado que (v,) es de Cauchy en By y By es completo,
v, converge a un v € B;. En virtud de la continuidad de T', T'v,, converge a Tv. Por lo
tanto, w = Tv € R(T), demostrando que R(T') es cerrado. O

Otro de los grandes teoremas debidos a Banach sobre transformaciones lineales es el
siguiente.

Teorema 2.3.4. (Grafica Cerrada de Banach) Sean By y B, espacios de Banach,
T : By — By tal que D(T) es denso en By. Entonces las siguientes proposiciones son
equivalentes:

» R(T) es cerrado en By

=

T)=N(T") " ={y € B: | (y.¢y)sp» =0 ¥y € N(T")}

(
s R(T") es cerrado en Bj
(
(T'") = N(T)* = {2’ € B | (z,2")gp- =0 Ve N(T)}

Y
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Demostracion. Ver [24, pp. 205-208]. ]

Combinando los teoremas de la Gréfica Cerrada y Aplicacion Abierta de Banach
(este dltimo a través del Lema (2.3.3)) y los lemas técnicos que utilizamos para el
Teorema de Lax-Milgram original, probamos el siguiente lema, que sera la pieza central
de la demostracion de la generalizacién en cuestion.

Lema 2.3.5. Sean By y By espacios de Banach, T' : By — Bj transformacion lineal.
Entonces T' es inyectiva y T es acotada por debajo si y solo si T es biyectiva.

Demostracion. Supongamos que T' es acotada por debajo, entonces por el Lema (1.2.2)
T es inyectiva. Por otra parte, el Lema (1.2.3) implica que R(T") es cerrado en B;. Ahora
utilizamos el Teorema de la Gréfica Cerrada (2.3.4) para ver que

R(T) = N(T')" ={y € By |y/(y) =0 Vy e N(T') = {0}} = B;
Entonces R(T) = B3, es decir, T' es suprayectiva. Esto es, T' es biyectiva.

Conversamente, si T' es biyectiva entonces la suprayectividad implica que N(7T") =
R(T)* = {0}, es decir, T" es inyectiva. Por otra parte, como R(T) = Bj es cerrado,
utilizamos el lema (2.3.3) para ver que existe 6 > 0 tal que:

Vye R(T)=B;, 3dw,e€By talque Tz,=y y Olzyls <y

B3
pero por la biyectividad de 7', podemos expresar esta afirmacién en términos de las z,:

Ve, € Bi o allzylls, < [Tz,

B3

es decir, T' es acotada por debajo. O

A partir de las definiciones y resultados anteriores, podemos finalmente dar paso a la
generalizacion del Teorema de Lax-Milgram de esta seccién. Supongamos entonces que
se tiene una forma bilineal B sobre B; x By, siendo B; un espacio de Banach cualquiera
y By un espacio de Banach reflexivo. Se tendra ademas que F' es una funcional sobre

5, el dual del espacio reflexivo, y las siguientes condiciones, que son una reformulacion
de la coercitividad débil (2.2.1).

) B(z,y)
inf sup —————
z€By yEB2 ||'I||Bl ||y||82

Vy € By (Vx € By, B(z,y) =0) = (y =0) (2.13)

) (2.12)
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Vemos una vez mas que la primera de las condiciones impone una cota inferior sobre
el crecimiento del valor de la forma bilineal B, y la segunda de ellas es una de no-
degeneracion sobre el espacio reflexivo Bs. Estas dos condiciones bastaran para obtener
la generalizacion del Teorema de Lax-Milgram para espacios de Banach.

Teorema 2.3.6. Sea By un espacio de Banach y By un espacio de Banach reflexivo.
Sea ademds B : By x By — R una funcion bilineal continua. Entonces las condiciones
(2.12) y (2.13) se cumplen si y solo si para toda F' € B existe un unico xo € By tal que

B(xo,y) = F(y) para todo y € By (2.14)

y ademas:

1
lzolls: < 5I1£1]

B3

Demostracion. 1. Fijando el elemento x € By, B(x,-) es una funcional lineal en Bj.
Sea T, : By — By dicho funcional, es decir T,(y) = B(x,y) para todo y € B,. Hemos
definido entonces una funcién 7" : B; — Bj dada por x — T,. Usando la notacién de
(2.11) podemos decir equivalentemente B(z,y) = (y, Tx)s, 5;-

Ahora, veamos que el dual de T"es T : By* — Bj, pero como B, es reflexivo, By & B5*
y podemos decir entonces que 7" : By — Bj. Tenemos entonces que (y,Tx)p, 5; =
(T"y, ), 55, y denotamos andlogamente T"(y) = T;.

2. Demostraremos ahora que las condiciones (2.12) y (2.13) se cumplen si y sélo si 7"
es inyectiva y T es acotada por debajo. Partiendo de la primera de estas condiciones,
observamos las siguientes equivalencias:

B B
inf sup _Blw.y) >4 << sup (zy) > d|z||5, Vo € By
2EB1 yeB, HxHBI HyHBQ yEB2 ||yH32
= sup< Y ,Tx> > 6||z|lg, Ve B
veBe \ |[Yll5, B,B*
— ||Tz| > d|lx|5 Vo e By

que es precisamente el acotamiento por debajo. Ahora, retomando la segunda condicién
vemos que para todo y € By se cumplen las siguientes implicaciones légicas:

(Vo€ By, B(z,y) =0)= (y=0) <= (VxebBy, (y,Tr)s,p =0)=(y=0)
— (Vo e By, (Ty,x)p,n, =0)= (y=0)
— (Vz € By, T;(x):O) = (y=0)
entonces tenemos que

T(y)=0 VyeB, = y=0
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es decir N(7") = {0}, que es simplemente la inyectividad de 7".

3. Por el Lema (2.3.5) la condicién de que T" sea inyectiva y T" acotada por debajo
es equivalente a que T sea biyectiva.

4. Finalmente demostraremos que 7" es biyectiva si y sélo si se cumple (2.14). Para
probar la implicacién, supongamos que 1" es biyectiva y sea F' € B; arbitrario. Como T’
es suprayectiva, F' = Txg para alguna xo € B;. Mas ain, como T es ademads inyectiva
ese xg es unico. Entonces para un unico xy € By se cumple

F(y) = (y, Txo)sp = B(wo,y) Yy € By

Conversamente, si se cumple (2.14) se tiene entonces que para todo F' € B} existe un
unico zy € By tal que

(y, Txo)gp = B(xo,y) = F paratodo y € By

Es decir, para cada elemento de B} existe un unico elemento en B; que es su imagen
inversa bajo T. En otras palabras, T" es biyectiva. Para probar la segunda parte de la
conclusion, vemos que

B Zo, Y F )
Sllzolls, < sup 22 _ oy FO ey
yEB2 [yl yEB2 llyll
Con esto concluimos la demostracion. O

Después de observar esta demostracién y los resultados paralelos a ella que fueron
utilizados, se vuelve evidente que al no tener disponible el producto interno para esta
generalizacion, la teoria necesaria para demostrar el Teorema de Lax-Milgram se reduce
a las propiedades basicas de las transformaciones lineales en espacios de Banach. Esto
sin duda ocasiona que la demostracion se torne mucho mas elaborada y extendida que la
del teorema original, pero nos permite ver que en esencia dicho teorema es simplemente
una reformulacion de las propiedades de acotamiento, biyectividad y dualidad de las
transformaciones.

Debe hacerse hincapié en el hecho de que este teorema es una implicacién en ambos
sentidos, cosa que no ocurria para el Teorema de Lax-Milgram original. Esto muestra
que, a diferencia de la coercitividad fuerte (ver seccién 1.4), las condiciones (2.12) y
(2.13) son condiciones necesarias y suficientes para la existencia del elemento z, cuya
existencia asegura el teorema. Para las aplicaciones esto es de gran importancia, pues
muestra que dichas condiciones son éptimas.

Un tltimo aspecto que llama la atencion, como mencionamos al definir la notacion
(x, f)B.B*, €s el rol tan parecido que desempena dicho operador comparado con el pro-
ducto interno. En varios fragmentos de la demostracién, pareciera que este operador de
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dualidad simplemente hereda ciertas propiedades de este producto. Sin duda, es una de
las mas sencillas y fieles aproximaciones a un producto interno que se puede definir en
un espacio de Banach, al punto que es frecuente encontrar en la literatura abundante
teoria que busca imitar las propiedades de uno en el otro.

Para finalizar esta seccién, mostramos el siguiente lema, que asegura que el Teorema
(2.3.6) en efecto implica el de Lax-Milgram (1.2.4).

Lema 2.3.7. Supongamos que By = By es un espacio de Hilbert. Entonces la coerciti-
vidad fuerte implica las condiciones (2.12) y (2.13).

Demostracion. Supongamos que la forma bilineal B es fuertemente coercitiva. Entonces
la condicién (2.12) se deduce directamente de

Bz,x) _ _ B(zy)

Olzlls, < < sup — =
C Al T e Iyl

Por otra parte, sea y € By. Tomando x = y obtenemos

S%B@mZB@mzwma
rxeby

por lo tanto, sup,cp, = 0 implica que y = 0, probando lo condicién (2.13). O]

2.4. Lions-Lax-Milgram

Pocos anos después de que Lax y Milgram publicaran su teorema, el renombrado ma-
tematico francés Jacques-Louis Lions utilizé el concepto de proyeccién en un subespacio
para obtener una ligera generalizacién de dicho resultado. Publicada originalmente en
un libro sobre ecuaciones diferenciales operacionales [13] en 1961, esta generalizacién es
particularmente interesante por la combinacién que hace entre los conceptos de coerci-
tividad y proyeccion ortogonal en un espacio de Hilbert. Debemos notar que la version
formulada originalmente por Lions comprende un espacio de Hilbert H y un subespacio
V de éste, dotado de una norma || - ||, para la cual V puede ser completo o no. La forma
bilineal B se define entonces sobre el producto cartesiano de estos dos espacios.

Lions formulé su teorema de esta manera (teniendo a V' como subespacio de H)
retomando la idea del Teorema de Lax-Milgram de tener un producto cartesiano del
mismo espacio, previo a la posibilidad de hacerlo en espacios distintos gracias a las
generalizaciones de las secciones anteriores (el Teorema de Lions fue publicado un ano
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antes que la generalizacién de Necas). La tinica condicién que Lions impone al espacio
V es que la aplicacion v — v sea continua de H en V, es decir

vl < er]lv]ly Yo €V para alguna constante ¢; > 0 (2.15)

Esto equivale a decir que V es continuamente encajado en H. Notamos aqui, como
lo hace Lions, que el primero de estos espacios puede o no ser denso en el segundo.
Las condiciones anteriores, dice Lions, se cumplen por ejemplo si V es un subespacio
vectorial no cerrado y no denso de H, dotado del producto interno inducido.

Posteriormente, se recurre a las siguientes dos hipétesis sobre la forma bilineal B:

» Para toda v € V, la transformacién T :  — B(x, v) es continua sobre H (decimos
que B es continua sobre la primera entrada).

s B es fuertemente coercitiva sobre V.

Vemos que, a diferencia del Teorema de Lax-Milgram, en este caso no se pide que la
forma bilineal B sea globalmente continua, es decir, v — B(x,v) para un x € ‘H puede
no serlo. Si I’ es una funcional lineal, basta con estas hipétesis para concluir la existencia
(aunque no la unicidad) del elemento = € H para el cual

B(z,v) = F(v) VreH

Exploraremos méas adelante los casos en los cuales si se puede asegurar la unicidad.

Este teorema se encuentra normalmente en la literatura bajo el nombre de “Teorema
de Lions” 6 “Teorema Lions-Lax-Milgram”, aunque estos nombres son utilizados para
designar un abanico de variantes de éste. La version que presentamos a continuacion,
tomada de [19], es a su vez una ligera generalizacién del resultado original de Lions,
que permite omitir la hipétesis que V sea un subespacio de H. Al estar conformado
el domino de B de dos espacios que no son iguales (H y V), se puede deducir que
la condicién impuesta a la forma bilineal serd una variante de la coercitividad débil.
Ademas, utilizaremos el concepto de acotamiento débil, que presentamos a continuacién.

Definicién 2.4.1. Un conjunto S en un espacio X normado es débilmente acotado
en X si para cada f € X* existe r > 0 tal que || f(z)|| < r para todo z € S.

El siguiente teorema es una caracterizacién del acotamiento débil en espacios com-
pletos.

Teorema 2.4.2. Un conjunto S en un espacio de Banach B es débilmente acotado si
y solo si es acotado.
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Demostracion. El resultado es una consecuencia directa de los Teoremas de Banach-
Alaoglu y Banach-Steinhaus. Para una prueba detallada ver [18, pp. 68-69].

Con esto, estamos listos para dar paso al teorema principal de esta seccion. Para la
demostracién nos basamos en aquella original de Lions [13] y en la variante de Showalter
[19].

Teorema 2.4.3. (Lions-Lax-Milgram) Sea H un espacio de Hilbert y V un espacio
normado. Supongamos que B : H XV — R es bilineal y que B(-,v) estd en H* para
cada v € V. Entonces los siguientes son equivalentes:

(i) Para alguna constante § > 0
inf sup  |B(z,v)| >§6 (2.16)

lvllv=1"|z||x<1

(ii) Para cada F € V*, existe un elemento x € H tal que

B(z,v) = F(v) YveV (2.17)

Demostracion. Para demostrar la implicacién, definamos primero T : V — H* a través
de B(z,v) = (x,Tv)ys Vo € H. T es lincal mas no necesariamente continua. La
propiedad (2.16) implica que

inf su |T,(h)| > ¢

p
lvllv=1" |||l <1

equivalentemente

[T@)|| = dlloll Vo eV
es decir, T es inyectiva. Por lo tanto, T' es ademds invertible. Sea entonces T~! : R(T) —
V, transformacién que se puede extender por continuidad a T : R(T) — % lineal,
siendo V el “completado” de V. Sea F € V*, entonces z € H satisface B(x,v) = F(v)
para todo v € V si (z,g)yn = F(T'g) para todo g € R(T). Entonces, si P es la
proyeccién ortogonal de H* en el subespacio R(T'), lo anterior seria equivalente a que

(T, @)y = F(T-1Pg) VgeH*

La composicién T-1P : H* — V es continua y su dual es (T-1P)* : V* = V* — H** =

‘H. Entonces podemos obtener la solucién z directamente poniendo x = (T -1 P)*F.

Para demostrar el converso, supongamos que se cumple (i7) y la condicién (i) es
falsa. Entonces existe una sucesién {v,} C V tal que

1
|lva]] =1 y ademds sup |B(z,v,)| < — para n>1
llzll<1 n
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Como se cumple (i7), se tiene que para toda f € V* existe un elemento zy € H tal que
|f(nv,)| = [B(zg,nv,)| < flzgll  Yn>1

esto significa que {nw,} estd débilmente acotada en V. Entonces, el teorema (2.4.2)
implica que {nv,} estd acotada en V. Esto es claramente una contradiccion. ]

Como en los casos anteriores, el elemento x cuya existencia asegura el teorema
estd acotado de antemano por la funcional F' elegida.

Corolario 2.4.4. La solucion = en el Teorema (2.4.3) satisface el estimado a priori
1]l < 5l F -

Demostracion. La transformacién T-'P : ‘H* — V tiene norma igual a %, y su dual
tiene la misma norma.

Debe notarse en este punto que al no ser B continua en ambas entradas, R(7") no
necesariamente es denso en H*, por lo que no es posible asegurar la unicidad de la
solucién. La condicién necesaria y suficiente para que exista dicha unicidad es en efecto
que R(T') sea denso en ‘H*. Esta falta de unicidad nos lleva a notar que la cota mostrada
por el corolario anterior se cumple para alguna soluciéon y no para toda solucion.

Como mencionamos al principio de esta seccion, la versién original de la generaliza-
cién que propuso Lions habla de un subespacio V de H. De esta manera, el Teorema de
Lions original se puede obtener del anterior como un caso particular, tomando ¥ como
un espacio encajado en H y sustituyendo la condicién (2.16) por la coercitividad fuerte.
El siguiente corolario muestra esto, ademés de la constante de acotamiento a priori que
se obtiene.

Corolario 2.4.5. Sean las hipdtesis del Teorema (2.4.3). StV es continuamente en-
cajado en H, es decir, si ||v]|y < ci||v]ly para todo v € V, y ademds B es fuertemente
coercitiva sobre V con constante 61, entonces el Teorema (2.4.3) se cumple con la cons-
tante 0 = %.

Demostracion. Dado que V es un subconjunto de H, es en particular normado. Ademas,
la coercitividad fuerte cumple en particular la condicién (2.16) de coercitividad débil.
Entonces se tiene la conclusién del Teorema (2.4.3). Por otra parte, a partir de la
coercitividad fuerte vemos que

aulvlly = B(v,v) < (v, Tv) < [ollallTvll < cillvlv]|Tolle

por 1o que & o]y < | Tol =
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Si ahora suponemos que se toma el espacio V como el espacio H mismo (la funcién
identidad de H en H es un encaje continuo), es claro que se obtiene el Teorema de
Lax-Milgram como caso particular. En este caso, como la funcién B serd automatica-
mente continua en H X H, R(T) serd denso en H* y, segun lo visto anteriormente, se
tendra efectivamente la unicidad de la solucién, como vimos en la version original del
Teorema (1.2.4).



Capitulo 3

Aplicaciones

Desde finales del siglo XVIII, cuando las ecuaciones diferenciales parciales comenza-
ron a hacer su aparicion a manos de grandes matematicos como Jean le Rond d’Alembert,
Daniel Bernoulli y Pierre Simon Laplace, y hasta principios del siglo XX, éstas se for-
mulaban en los espacios de funciones continuas usuales (C',C?). Eventualmente, se
observé que estos espacios no eran los ideales para estudiar las soluciones de ecuaciones
diferenciales, entre otras razones porque las derivadas de una funcién en alguno de esos
espacios podia ni siquiera estar en algin otro espacio de la misma familia. Para este
propdsito, se comenzaron a utilizar diversos espacios con propiedades adecuadas para
el estudio de dichas soluciones. Una de las familias de espacios més importantes en este
sentido son los espacios de Sobolev.

Sergei Sobolev, matematico ruso, revolucioné el campo de las ecuaciones diferenciales
introduciendo! en la década de los 30 una familia de espacios basados en el concepto
de la derivada débil. Estos constaban de funciones extraidas de algin espacio L,(Q)
de Lebesgue, cuyas derivadas parciales también pertenecieran a dicho espacio. Aquellos
espacios mostraron ser el ambiente natural para el estudio de las soluciones y en pocos
anos se habian vuelto el lenguaje universal de las ecuaciones diferenciales parciales.

En el contexto de los espacios de Sobolev, en conjuncién con los espacios de Banach
y Hilbert, el teorema de Lax-Milgram probd tener su mayor repercusion. Por esto,
dedicaremos este capitulo a mostrar algunos ejemplos de aplicaciones de éste en el
ambito de las ecuaciones diferenciales parciales y espacios de Sobolev, repasando antes
brevemente la teoria que sustenta dichas aplicaciones. Gran parte de las nociones que
definiremos y utilizaremos en este capitulo requieren del conocimiento de distribuciones

IExiste cierta controversia sobre el crédito de este descubrimiento: en la literatura suelen mencio-
narse también los nombres de otros matematicos, como Fichera, Friedrichs y Leray, que trabajaron
con espacios similares. Para més detalles sobre la historia de los espacios de Sobolev ver [22].

60
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y sus propiedades principales, por lo que se presupone cierta familiaridad con estos
conceptos.

3.1. Teoria Previa

3.1.1. Formulaciones Débiles

La idea de las formulaciones débiles, proveniente del calculo de variaciones, es crucial
para entender el planteamiento de ecuaciones diferenciales en espacios de funciones. En
una formulacién débil no se requiere que una ecuacién se cumpla de manera absoluta,
sino que se cumpla solamente de cierta forma, o indirectamente. Usualmente, esta forma
se da a través de la interaccion con “funciones de prueba’”; por ejemplo a través del
producto interno o de formas bilineales, que relacionen las potenciales soluciones y los
elementos de prueba.

Supongamos que x,y son elementos del espacio X, y que T es un operador en X.
Entonces la ecuacién
Tr =y

puede ser planteada en forma débil de la siguiente manera
(Tz,z) = (y, 2) Vze X

En el contexto de los espacios de funciones, si tenemos un elemento f € B’ y una
transformacién 7' : B — B’ y nos interesa encontrar una solucién u € B a

Tu=f

el célculo de variaciones nos dice que esto equivale a encontrar v € B tal que para toda
v € B se cumpla la formulacién débil del problema

Si la solucién a la formulacién débil existe, se dice que ésta es una solucion débil
del problema. En contraste, a la solucién de la formulacién original se le llama solu-
cion clasica o fuerte. Debemos recalcar aqui que la existencia de una soluciéon débil no
garantiza la existencia de una clasica, de hecho, se puede dar el caso que la solucion
encontrada con la formulacién débil no esté siquiera definida para la formulacion fuerte.
Entonces, la existencia de una soluciéon débil tiene dos ventajas: puede ser 1til tener al
menos una forma de satisfacer el problema en cierta manera y ademas la existencia de
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ésta puede sugerir que tal vez exista una solucién clésica. Asi, vemos que toda solucién
clasica es también una solucién débil, pero el converso no es cierto.

Las formulaciones débiles son de gran importancia en el estudio de ecuaciones di-
ferenciales parciales y ordinarias, pues muchos problemas (atin aquellos provenientes
de modelar fenémenos del mundo real) no admiten soluciones suficientemente suaves,
por lo que resolverlos de la manera clasica no es posible. Por la facilidad que presentan
los métodos para soluciones débiles, a veces es conveniente primero encontrar éstas y
posteriormente probar que son suficientemente suaves (y por lo tanto coinciden con
las soluciones clasicas). La teoria de las formulaciones y soluciones débiles de ecuacio-
nes diferenciales parciales se sustenta en los conceptos de derivadas distribucionales y
derivadas débiles, nociones fundamentales de la teoria de distribuciones.

3.1.2. Distribuciones y Espacios de Sobolev

La teoria de las formulaciones débiles encontré su hogar predilecto en los espacios
de Sobolev principalmente porque éstos incorporaban intrinsecamente las nociones de
derivadas débiles. Ademas, tenian la propiedad de que las derivadas de una funcién en
un espacio de Sobolev siempre se encuentran en otro espacio de Sobolev, por lo que re-
sultaban ideales para plantear ecuaciones diferenciales de manera natural. Las primeras
nociones de funciones generalizadas aparecieron también en el contexto de los espacios
de Sobolev, conceptos que después retomaria Laurent Schwartz algunos anos después
para construir su renombrada teoria de las distribuciones. Curiosamente, a manera de
un sutil bucle autorreferencial, esta teoria posteriormente ayudaria a concretar la de
los espacios de Sobolev, permitiendo definir derivadas parciales para cualquier funcién
localmente integrable, cuando en un principio se podia hacer sélo para funciones en
L,(9).

Recordemos que se denota por D(€2) al espacio de funciones de prueba en la teoria de
distribuciones, que se obtiene de la siguiente manera. Sea un conjunto 2 C R™ abierto
y no vacio. Para cada subconjunto compacto K de €2, denotamos por Dg al espacio
de todas las funciones infinitamente diferenciables con soporte en K. Asi, tomando la
unién de estos espacios conforme K abarca todos los subconjuntos compactos de €2
obtenemos el espacio D(€2). Claramente D({2) es un espacio vectorial, y dotandolo de
una topologia particular, se puede ver que es ademdas un espacio localmente convexo.
Asi, una distribucién 7" es una funcional lineal en D(Q2), y al espacio de todas las
distribuciones se le denota por D(€2)*. Es comun también utilizar la notacién (7', ) en
lugar de T'(¢), la aplicacién de T a la funcién de prueba .

Como vimos anteriormente, para poder definir los espacios de Sobolev es necesario
contar con las nociones de derivadas débiles y distribucionales. Comenzaremos por la
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mas directa de ellas, la de derivada distribucional, para la cual simplemente nos hace
falta una definicién preliminar.

Definicién 3.1.1. Un multi-indice a es una n-tupla ordenada a = (ay,...,«a,) de
enteros no negativos a;. Con cada multi-indice « estd asociado el operador diferencial

o [ 0N\ o\
= () (o)

cuyo orden es

Definicién 3.1.2. Sea T una distribucién en D(f2). Se define la a-derivada distri-
bucional de T como (DT, ) := (—1)I*/(T, D*p), para cada ¢ € D(Q).

Antes de dar paso al otro tipo de derivadas, presentamos a continuacién una de las
familias de espacios mas importantes del andlisis funcional, que seran de vital impor-
tancia en lo sucesivo.

Definicién 3.1.3. Denotamos por L,(2) (y llamamos el Espacio p de Lebesgue)
al espacio de todas las funciones medibles? f definidas en € tales que |f[? es también
medible en . L,(£2) es un espacio normado si se define

1/p
£l = ( / Ifl”dx)

Observacion. Como sucedié para ly, Ly es el tnico espacio de la familia L, que es un
espacio de Hilbert, cuando se define el producto interno

(f,9)= (/Q f(x)g(a:)dx)

A partir de los espacios de Lebesgue, se define también L; (£2), el espacio de funcio-
nes localmente integrables sobre €2, es decir, la funciones cuya integral sobre cualquier
subconjunto compacto K de € es finita. Habiendo definido este espacio, podemos final-
mente definir las derivadas débiles.

Definicién 3.1.4. Sea f € L, .(Q). Si existe u € L}, (Q) tal que

loc loc

2)D%p(2)dx = (—1)le ulz)o(x)dx
/quw()d <1>/<>so<>d

Q

2Seguimos la convencién usual de identificar funciones f y g si f = g casi en todas partes.
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entonces decimos que u es la a-derivada débil de f.

Observacion. A partir de las dos definiciones de derivadas generalizadas anteriores
es facil ver que todas las derivadas clasicas son derivadas débiles y todas las derivadas
débiles son derivadas distribucionales.

Definicién 3.1.5. Sea () un conjunto abierto de R", y k un entero positivo. Para
1 < p < oo, denotamos por WEP(Q) al conjunto de todas las funciones complejas
f(z) = f(x1,x9, ..., z,) definidas en 2 tales que f y sus derivadas distribucionales D* f
de orden [s| = 377, |s;| < k pertenecen todas a LP(€2). WFP(Q) es el Espacio de
Sobolev de orden k., p.

Es facil ver que W*P(£2) es un espacio vectorial normado con la norma

1y = | S / D f(2)Pde 0r = dwydry. -,
Q

s|<k

Ademas, dado que las derivadas son tomadas de la manera distribucional, el espacio
WEP(Q) es completo, y por lo tanto, de Banach.

En el caso en que p = 2, si definimos

<f7 9>ka2(§z) = Z(Dsf; DsQ)Lg(Q)

|s|<k

entonces W*2(Q) es un espacio de Hilbert.

Observacion. El hecho de ser espacios de Hilbert, ademéas de su estrecha relacién
con las series de Fourier?, vuelve a los espacios de Sobolev con p = 2 particularmente
importantes. Por este motivo, se cre6 una notacién especifica para designarlos:

HF .= wWhk?

Vemos entonces que la norma inducida por el producto interno que hemos definido
para H* cumple

k 1/2
£l are = (Z \|Dif|\%2> = (13, +--- + ID*f112,) 2
=0

3La teoria que relaciona estos espacios con las series de Fourier es extensa y bien documentada.
Véase por ejemplo [22].
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Si ' es la frontera del dominio €2, entonces la restriccién de f € H¥(Q) a ' es
llamada la traza de f y es denotada por I'y. Definimos entonces el espacio de funciones
en H*(Q) que son limites de sucesiones de funciones infinitamente diferenciables con
soporte compacto en €2:

HE(D) = {f € HYQ) | Ty =0}

Es decir, el espacio H(Q) es la cerradura de D(Q) en H*(2). Cuando ) tiene una
frontera regular, H%(Q) consta de las funciones en H*(€2) que se anulan en la frontera.
Notemos las siguientes propiedades:

« D(Q) C HQ)
- Hi(R") = HHR")

4

La siguiente propiedad, conocida como la desigualdad de Poincaré®, es 1til para

establecer contenciones entre diferentes espacios de Sobolev.
Teorema 3.1.6. Sea ) un subconjunto abierto de R"™. Entonces existe una constante
positiva C' = C(Q, p) tal que

]| r @) < ClVV||Le)

Demostracion. Ver [6, p. 265]. O

Como corolario de esta desigualdad tenemos la siguiente propiedad.

Corolario 3.1.7. Sea €2 un subconjunto abierto de R™. Entonces existe una constante
positiva Cy tal que para todo v € H () se tiene

vllz ) < Cil|Vollrz (e

Demostracidén. Para cualquier v € H'(Q) utilizando la desigualdad de Poincaré vemos
que
[ollzr @) = Ivlz2@) + [V0llz20) < (14 CH)Volli2i0) = CLIVOIl2q)

]

4Esta desigualdad, que es presentada en diversas variantes, es conocida en ocasiones como la de
Friedrichs o de Poincaré-Friedrichs, dado que existen resultados muy similares de ambos matematicos.
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A partir del corolario anterior y la definicién de || - || g1(q) vemos que
HVUH%?(Q) < “UH%Q(Q) + ||VU||%2(Q) = HUH%H(Q) < CHVUH%Z(Q) (3.1)
por lo que las normas ||v||mia) ¥ [[v]l5@) = [Vvl|L2@) son equivalentes.

Aunque la teoria de los espacios de Sobolev es de una gran profundidad y amplitud,
los conceptos anteriores nos bastaran para poder formular y resolver los problemas
presentes en las aplicaciones posteriores. Falta ahora simplemente mencionar algunos
conceptos basicos de las ecuaciones diferenciales parciales.

3.1.3. Ecuaciones Diferenciales Parciales

Naturalmente, una de las caracteristicas mas deseables de un problema que involucre
ecuaciones diferenciales parciales es que tenga solucion. Sin embargo, comunmente esto
no es suficiente y se espera que dicha solucién sea tnica y dependa continuamente de
los datos del problema. Si esto sucede, se dice que el problema esta bien condicionado.
En este sentido, el Teorema de Lax-Milgram es una herramienta 1til para asegurar el
buen condicionamiento de problemas diferenciales.

Recordemos que la forma general de una ecuacién diferencial parcial lineal de segundo
orden en dos variables independientes es

Aty + 2Bugy + Cuyy = f(2,y,u, ug, uy) (3.2)

donde los coeficientes A, B, C' pueden depender de x y de y. Esta forma recuerda a
aquella forma general de las secciones cénicas en el plano, y la similitud no termina ahi,
pues las ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden también se suelen catalogar
como parabdlicas, elipticas o hiperbolicas segin su discriminante. Sin embargo, en este
caso el discriminante estd dado por B2 — AC, por la convencién de escribir 2B en vez
de B en (3.2) . Entonces las ecuaciones son de tipo

» Elipticas si B> — AC <0

» Parabdlicas si B2 — AC =0

» Hiperbdlicas si B> — AC > 0

En el caso en que la ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden esté en

R™ (i.e. tenga n variables independientes), la clasificacién se define en términos de
los valores propios de la matriz de coeficientes de las derivadas. Por ejemplo, se dice
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que la ecuacién es eliptica si los valores propios son todos negativos o todos positivos,
parabdlica si hay sélo uno nulo e hiperbdlica si hay uno negativo (positivo) y el resto
positivos (negativos).

La clasificacion de ecuaciones diferenciales parciales de mayor orden no es tan obvia,
y suelen existir diferentes definiciones dependiendo del contexto. Si L es un operador
diferencial de orden k de la forma

Lu = Z ao()0%u

|la|<k

donde « es un multi-indice y 0* es la derivada parcial con respecto a las variables en
a, la ecuacion Lu = f es usualmente catalogada como eliptica si el operador L lo es, es
decir, si para todo x € Q y todo £ € R? diferente de cero se tiene

Z aa(z)E* # 0

| <k

Recordemos que, como vimos en el primer capitulo, la coercitividad fuerte suele ser
llamada también X-elipticidad. Este nombre alternativo proviene directamente de este
contexto, el de las ecuaciones diferenciales, pues los operadores diferenciales elipticos
cumplen una propiedad andloga a la coercitividad fuerte de formas bilineales. De hecho,
el operador diferencial L es llamado fuertemente eliptico si existe una constante ¢ > 0
tal que

([oL(©]),v) Z clol*  V[E] =1, Ve

donde o, (§) es el simbolo principal de L, es decir,

O-L(f) = Z aafa

Como veremos en las préximas secciones, el Teorema de Lax-Milgram es utilizado
principalmente para asegurar la existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones di-
ferenciales de tipo elipticas, y en menor medida, parabdlicas. Con esto, nos encontramos
finalmente listos para dar paso a la primera aplicacién de dicho teorema.

3.2. Ecuacion de Poisson

La ecuacion de Poisson es probablemente el ejemplo mas comin de la aplicacion del
Teorema de Lax-Milgram a las ecuaciones diferenciales parciales, puesto que es, junto
con la de Laplace (caso particular de la de Poisson), la ecuacién de tipo eliptico por
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excelencia. Ademads, esta ecuacion fue la razon por la cual Sergei Sobolev definié el
espacio H'(2) en un principio, pues era el espacio natural para resolverla.

La forma general de la ecuacion es la siguiente

Ap = f(z) (3.3)
donde A es el operador de Laplace, es decir

— 12
=1

Ap = Vip =

Esta ecuacién, planteada originalmente por el reconocido matematico francés Siméon-
Denis Poisson, es de gran utilidad en la fisica e ingenieria, particularmente en las areas
de electroestatica y mecéanica. Por ejemplo, la ecuacién de Poisson describe la relacion
entre el potencial eléctrico ¢ y la funcién de densidad de la carga py. Segun la ley de
Gauss tenemos

V-B =y

donde B es la campo de desplazamiento eléctrico. Haciendo algunos supuestos técnicos
sobre el medio (que sea isotrdpico® y homogéneo®), se puede concluir que B = €F, donde
€ es la permitividad del medio y F el campo eléctrico. Asi, la ecuacién toma la forma
v.FE="
€
Ademas, la Ley de Induccién de Faraday implica que el campo y potencial eléctricos
estan relacionados a través de F = —V. Por lo tanto, tenemos que

v%:v.v@:_%

Tomando f = —p?f, la relacién entre potencial y este multiplo escalar de la carga
corresponde a la ecuacion de Poisson en su forma estandar.

Analizaremos la ecuacién de Poisson en dos de sus variantes: el problema de Diri-
chlet y el de Neumann. La diferencia entre estos dos radica en el tipo de condiciones
de frontera que se agregan al ecuacion original de Poisson; en el primero de ellos se
especifican condiciones sobre las soluciones, mientras que en el de Neumann se hace
para las derivadas de las soluciones.

5Un medio es isotrépico si la permitividad y la permeabilidad son uniformes en todas las direc-
ciones, como sucede, por ejemplo, en el espacio libre.
5Un medio es homogéneo si sus propiedades fisicas no varian en diferentes localizaciones.
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3.2.1. Condiciones de Frontera de Dirichlet

El Problema de Dirichlet consiste en agregar a una ecuacion diferencial parcial condi-
ciones de frontera en las cuales la funcion v buscada se anula en la frontera del dominio
Q. Buscamos resolver dicha ecuacién en un dominio Q € R? con la condicién de frontera

u(z) =0 VeedQ=T

Este tipo de restriccién requiere que escojamos el espacio de soluciones V' como Hg (),
espacio que incluye intrinsecamente sélo funciones que cumplen la condicién de frontera.

En el caso unidimensional con € = (0, 1) el problema de Dirichlet toma la forma

u=—f 0<z<l1
{ u(0) = u(1) = 0. (3:4)

Multiplicando ambos lados por la funcién de prueba v(xz) € D(Q2) e integrando por
partes obtenemos

1 1 1 1
/ fodr = —/ w'vdr = —Uu'|(1]+/ uv'dr = / u'v'dx
0 0 0 0

dado que el término v/|} se anula pues buscamos funciones de prueba en H}(0,1). Esta
es la forma variacional del problema (3.4).

Definamos ahora

1 1
B(u,v) = / W () (x)de , F(v) = / f(x)v(z)dx
0 0
entonces el problema toma la forma
B(u,v) = F(v) Yve Hy(0,1)

Como podemos ver, esto tiene la forma usual del problema que resuelve el Teorema de
Lax-Milgram (1.2.4), puesto que B es claramente bilineal. Sin embargo, antes de poder
utilizar este teorema, debemos verificar las condiciones de acotamiento y coercitividad
fuerte.

Utilizando la desigualdad CBS para el producto interno (f, g) = fol f - g vemos que:

Blu,v)| < /01 | ()0 () |da < (/01 |u/(x)|2dx) i (/01 |v/(x)\2dx) 1/

= [|t'] oo, [1V[ £a0,1)

2

< ||u||H1(071)||v||H1(071) (por la definicién de || - ||H1(071))
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Es decir, B es acotada. Por otra parte, por el corolario de la desigualdad de Poincaré-
Friedrichs (3.1.7), existe C; > 0 tal que:

1 1
B(v,v) :/0 V' () Pdz = ||[v']|17,0.1) = C1 2ol F oy

Por lo tanto B es también fuertemente coercitiva. Finalmente, vemos que

F(v)| = / f(@)(z)dz

<[ fllza0n vl La0.0) < N fllzan o]l 0,1

por lo que podemos acotar F' con || f||z,(0,1), suponiendo obviamente que f € Ly(0,1).
Entonces el Teorema de Lax-Milgram asegura que el problema de Dirichlet unidimensio-
nal tiene solucién inica. Mas ain, como B es simétrica, la solucién corresponde (segin
lo visto en la seccién 1.4) a la minimizacién de la siguiente funcional

J(v) = %B(v,v) — F(v) = %/0 o' (z)v' (x)dz —/O f(x)v(x)dx

Analizaremos ahora el caso multidimensional. En este caso, el problema toma la

forma
{A¢ ——f en Q

p=0 en I'=00Q (3:5)

Transformaremos nuestro problema, como en el caso anterior, en uno variacional. Pro-
bando con funciones diferenciales ¥ que se anulan en I', podemos obtener la siguiente
formulacién débil del problema original.

— / YApdr = / fdQ
Q Q
La Primera Identidad de Green asegura que
99
/(z/qub + Vo - Vi)dQ = /w—df (3.6)
Q r 371

Sin embargo, dado que ¥ = 0 sobre I', el lado derecho de esta igualdad se anula, por lo
que obtenemos

/Q V- VipdQ = — /Q PAGQ = /Q FdQ

Entonces si definimos

B(6, 1) = /Q Vo VedQ | F(p) = /Q Jod
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nuestro problema se reduce a encontrar ¢ € HJ () tal que B(¢,v) = F(¢) Vi €
H(2). En este caso, para funciones v € Hj () que se anulan en la frontera tenemos
|4 Loy = 0, y de nuevo por la desigualdad de Poincaré-Friedrichs (3.1.7) tenemos

10]171 ) < CEIVYIIL, 0 = CT B, ¥)
Entonces concluimos que B es fuertemente coercitiva, con constante 6 = C~1/2.

Para ver que F es continuo, vemos que una vez més podemos acotarlo con || f|z2q):

[F()] = /thbdﬁ < [ fllza@ 10l o) < W lla@ 19 @

Entonces podemos finalmente concluir que el problema de Dirichlet multidimensional
tiene solucion unica.

3.2.2. Condiciones de Frontera de Neumann

Consideraremos ahora la ecuaciéon de Poisson con un término lineal de absorcién y
condiciones de frontera de Neumann’, es decir, sobre la derivada normal de ¢ en la
frontera. Utilizaremos la notacién

_99
- On

donde n es el vector normal externo a la frontera I del dominio acotado 2 C R. Entonces
el problema es de la forma

On () =V¢-n

(3.7)

—Ap+op=f en
O,u=20 en I

En este caso, la forma variacional del problema es
[ vnosvorn= [ o
Q Q

donde tomamos a ¢ y 1 en el espacio usual H'(Q). Utilizando la Identidad de Green
(3.6) obtenemos

év¢.v¢dQ+A¢%dr+A¢wdQ:/sz/;dﬂ

"Carl Neumann (1832-1925), matemético alemén, es considerado uno de los fundadores de la teorfa
de ecuaciones integrales. Junto con Alfred Clebsch, fundé la aclamada revista Mathematische Annalen,
de la cual seria editor David Hilbert algunos anos después.
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pero la condiciéon de frontera de Neumann implica que el segundo término del lado
izquierdo se anula, por lo que el problema finalmente se convierte en

B(6,0) /Q (V- Vb + g)d = /Q JdQ = F(4)

Notemos que en este caso la manera en la que hemos definido B coincide con el producto
interno en H'(f2), por lo que B es trivialmente acotada y fuertemente coercitiva con
constantes 0 = v = 1.

Por otra parte, segiin vimos en el apartado anterior, F'(¢)) es continua. Entonces el
Teorema de Lax-Milgram garantiza la existencia y unicidad de la solucién también en
este caso.

3.3. Ecuacion de Adveccion No Homogénea

La adveccion es un término comun en la quimica y en la ingenieria que se refiere a
un mecanismo de transporte de una sustancia por un fluido. Ejemplos comunes de este
efecto es el transporte de contaminantes en un rio, el calor debido al viento o los cambios
en salinidad debidos a las corrientes marinas. En términos concretos, la adveccion se
refiere al efecto de un campo vectorial sobre una funcién escalar en un punto.

La ecuacion diferencial parcial que encarna esta propiedad es una consecuencia di-
recta de conocidas identidades fisicas, como la Ley de Gauss y la Ley de Conservacion,
y tiene la forma

ou
E—FV-(uﬁ):h

donde [ es el campo vectorial. Si en particular el flujo es incompresible y constante,
entonces la ecuacion de adveccion toma la forma

B-Vu=h
en donde ademas se supone que —%V - B > o > 0 para alguna constante .

Para poder definir las condiciones de frontera que utilizaremos, supongamos que € es
un dominio acotado. La frontera I' de €2 se puede dividir en los dos siguientes conjuntos

I ={xe€dQ | (B-n)x)<0}
M={zeoQ | (8-n)(x)=0}

siendo n el vector normal exterior a Of).
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Con esto, podemos plantear la ecuacién de manera formal. Sea 8 € [C'(Q)]¢ un

campo vectorial y consideraremos el problema con condicién de frontera no homogénea
siguiente
Encontrar u tal que

B-Vu=h en £ (3.8)
u=gqg en I

Si definimos
B(u,v) := /Qv(ﬂ -Vu), Yo(u) := ulp-, flv) = /th

entonces el problema (3.8) pertenece a una familia general de problemas no homogéneos

de la forma
Encontrar u € W tal que

B(u,v) = f(v) YveV (3.9)
Yo(u) =g en Z

en la cual, en este caso, tenemos que
W={uel*Q)|p -VueL*Q)}, V=L

Para caracterizar el espacio Z, haremos uso de la siguiente definicién.

Definicién 3.3.1. Sea Fy(2) el conjunto de todos los subconjuntos compactos de €.
Entonces definimos el espacio de funciones localmente p-integrables sobre ) para la
medida g como

LP

loc

Q) = {f : 2 — C medible /K |fIPu(2) <oco VK € PO(Q)}

2
loc

Para que la funcion ~y, esté bien definida, basta con tomar Z = L7 (I'") para la medida

|6~ nl.

Sabemos que V' = L?*(2) es un espacio de Hilbert (y por lo tanto uno de Banach re-
flexivo). Ademas W (un subespacio cerrado de V') y Z son también espacios de Banach.
Por otra parte, la funcién vy : W — Z es claramente lineal y continua, pues

o)l = [Jule-[| < llul

y ademads es suprayectiva. Entonces, por el Teorema de la Aplicacion Abierta de Banach
(2.3.2), existe una constate ¢ > 0 tal que

Vg€ Z JugeW tal que vo(ug) =g , |lugllw <cllgllz
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Si definimos Wy = N(7p), podemos reformular el problema (3.9) de la siguiente manera

Encontrar ¢ = v — u, € W, tal que
{ ¢ g & o ¥t d (3.10)

B(¢,v) = f(v) — B(ug,v) YveV

Basta con tomar ahora F'(v) = f(v) — B(ugy,v) para que el problema (3.10) finalmente
tenga la forma usual de las formulaciones variacionales. De esta manera, la funcional F’
es continua pues

IE@)I[ = 11f(v) = Blug, v)[| < (Ifllv: + 1 Bllllugllw) [[]lv

3.11
(1l + el Bllgl2) ol (3.11)

<
<

Ademas, la restriccion de B a Wy x V' con Wy = N(7g) cumple las condiciones de
coercitividad débil (2.12) y (2.13) de la seccién 2.3. Para demostrar esto, veamos primero
que

: a2 - B)u?
Z/QU(B Vu) —i—/Q(V B)u
= [V 549 puiao = [ vosaa= [ s nar
0 0 r
Por lo que

I wopwraast [es
/Qu(B~Vu)dQ— 2/Q(V Bu dQ+2/Fuﬂ ndl’

De esta manera, se tiene que

B(u,u):—E/Q(V-B)UQCZQ—I—%/UQﬁ-ndF

2 r
——1/(V-5)u2d9+1/ uQB-ndFZ—1/(V-B)u2d92uo/u2d9
2 Ja 2 Jr+ 2 Ja Q

Finalmente, vemos que para todo u € W, se tiene

Uu _
sup (B0, > |3, 70 >l

o [ 1209 = ol e
Q

es decir, B cumple la primera condicién de la coercitividad débil. Por otra parte, para
un v € V arbitrario, si suponemos que B(u,v) = 0 para todo u € Wy y tomamos

) en Q\T~
"o en I'

entonces por un argumento andlogo al anterior vemos que

B(u,v) =0=v=0
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Concluimos asi que el problema (3.10) (y por lo tanto (3.9) también) tiene una solucién
Unica, que segin vimos antes, esta acotada a priori de la siguiente manera

[ullw < c(llfllv-+ llgllz)

En resumen, hemos visto que para resolver el problema no-homogéneo de Dirichlet
basta con hacer un cambio de variable para levantar la condicién de frontera, y poste-
riormente plantearlo de la manera usual con la generalizacién (2.3.6) del Teorema de
Lax-Milgram.

3.4. Unicidad del Movimiento de Células Endote-
liales

La ultima aplicacién del Teorema de Lax-Milgram que analizaremos es una que
aunque resulta ser bastante directa en términos matematicos, es interesante por el
contexto en el que se presenta: la fisiologia celular. En un articulo reciente [1], Pamuk y
Altunac utilizaron este teorema para demostrar la existencia y unicidad del movimiento
de células endoteliales® hacia regiones con altos niveles de enzima proteolitica o bajos
niveles de fibronectinas.

El movimiento de las células del endotelio se estudia en el contexto de la angiogéne-
sis, proceso fisiolégico en el cual se forman nuevos vasos sanguineos a partir de los
preexistentes. Aunque esta es una funcion natural y necesaria para el crecimiento del
organismo y la cicatrizacién, también juega un rol fundamental en el desarrollo de tu-
mores cancerigenos. Las células endoteliales, actores principales de la angiogénesis, han
despertado interés en el mundo de la medicina por el potencial que existe para trata-
mientos que controlen su multiplicacién, y por lo tanto el crecimiento de un tumor.

Para que la angiogénesis tenga lugar, las células endoteliales deben ser estimuladas
por un factor externo, proveniente por ejemplo de un tumor. Después de esta estimula-
cion, las células muestran una tendencia de largo plazo hacia la funcién de densidad de
probabilidad de transicién asociada a ciertas enzimas y a la fibronectina, un componente
principal de la matriz extracelular.

Para modelar este comportamiento, se trabaja en un segmento de [ micrones de
longitud colocado sobre el eje horizontal y se reescala de manera que esté descrito por
el intervalo 0 < x < 1.

8Este y otros términos fisiolégicos utilizados en esta seccién son explicados brevemente en el Glo-
sario, al final de este trabajo.
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Utilizaremos la siguiente notacion para las concentraciones de los diferentes factores
sobre la pared capilar, todas ellas en términos de micro moles por litro cubico:

v(z,t) = factor angiogénico,

c(x,t) = enzima proteolitica,

co(z,t) = enzima proteolitica activa,
¢i(x,t) = enzima proteolitica inhibida,
i.(y,t) = inhibidor de proteasa,

f(z,t) = fibronectina,

a(x,t) = angiostatina,

u(z,t) = densidad de células endoteliales

A partir de los procesos quimicos que se llevan a cabo en el proceso de la angiogénesis,
los autores llegan al siguiente sistema de ecuaciones que describen las relaciones entre
los diferentes factores involucrados.

ov AU U oo t)
ar - Ur\ T, )
ot 1+ v uyg

Oc MU u

Ezl‘i‘l/ﬂ]u_o_/l/c’

Of 4\ fYu e
ot Ty up 14 usf’
da Ao U

A, - T r 7t7

ot 1—|—V2avu0+a(x )

Oe  Msau Loz, 1)

ot 1+ wa T

C:Ci+ca7

Ci = VeleCe

donde \;, v; son pardmetros cinéticos, ug, fo son constantes de referencia, T es el tiempo
de generacion de la fibronectina, T, es el tiempo de relajacién de la angiostatina, v,
es la tasa a la que el factor de crecimiento esta siendo proveido por el tumor y a, es
el término fuente para la angiostatina. Utilizando la teoria de las caminatas aleatorias
reforzadas, a partir de lo anterior podemos deducir la siguiente ecuacion que describe
el movimiento de las células endoteliales:

5 =Pz (3 ()

donde D es el coeficiente de difusion de las células endoteliales y 7 es la ya menciona-
da densidad de probabilidad de transicién, que sesga la caminata aleatoria de dichas
células. Se sabe que este sesgo se presenta tanto por la enzima proteolitica como por
la fibronectina en la ldmina basal, por lo que 7 = 7(c,, f). Segun los autores, una pro-
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babilidad de transicién que refleja adecuadamente este efecto es 7(c,, f) = 11(co)m2(f),

donde c ¢
. 1 b 2
e = (Ge) 0= (57)

Las constantes a;,b; son valores positivos tales que a; y by son cercanas a cero, as y
b, son mayores que 1, por lo que reflejan una relaciéon positiva de 7 con respecto a
¢, ¥y negativa con respecto a f. Esto se debe al hecho de que las células endoteliales
“prefieren” moverse hacia regiones con alto nivel de enzimas activas o bajo nivel de
fibronectina.

Impondremos condiciones de frontera de cero flujo para las células capilares, que en
términos matematicos se expresa como

Dué%ln (?(ci f)) —0 z€{0,1}
y se supone ademds que u(x,0) = 1, ya que el capilar se encuentra inicialmente en
estado de reposo. Una hipdtesis adicional es el hecho de que la cantidad de enzima
activa y de fibronectina no dependen del tiempo, lo que nos lleva a definir la funcion
k(z) = T(cq(z), f(x)), independiente de t. Al suponer que ¢,(0) = ¢, (1) = f(0) =
f'(1), tenemos entonces que £'(0) = «/(1) = 0. Manipulando la ecuacién diferencial e
incorporando las condiciones de frontera anteriores llegamos al siguiente problema

U = D(ugy — (uL(z));) (z,t) € Qr
u(z,0)=1 z€(0,1)
ug(x,t) =0 Vte (0,T], x € {0,1}

donde L(z) = ’:((j)). En este punto, transformamos el problema en uno independiente
del tiempo, pues el objetivo es investigar la solucion de estado estacionario. Entonces
tenemos P p
u
—— 4+ —(ul(x)) =0 x€(0,1),
(L)) 0.1)

u'(0) =u'(1)=0

(3.12)

Aunque el problema anterior se puede facilmente resolver en el caso en que L(z) €
C1[0,1], nos interesa investigar una solucién generalizada, para el caso en que L no
sea necesariamente continua. Entonces, asumiremos simplemente que L’ es una funcién
medible en [0, 1] acotada de la siguiente manera

0< M < L'(z) < M,

Asi, transformamos el problema en uno variacional, multiplicando por v e integrando
por partes

1 1 1

d

/ —u"v+ —(ul(x))vdz = —u’v|(1)—{—/ u'v'dr + / vu' L+ vul/dx
0 dx 0 0
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Las condiciones de frontera sobre «' implican que el primero de estos términos es ce-
ro. Por otra parte, de la ecuacién diferencial original (3.12) se concluye que cualquier
solucién u debe cumplir

—u' +ul(x) =0

Si imponemos esta misma condicion a las funciones de prueba v, tenemos que
1 1
/ vu'L + vul = / u'v' + vuldx
0 0
por lo que el problema variacional toma finalmente la forma
1
/ 2u'v" + L'uv dor = 0
0
Entonces, si tomamos H = H'(0,1) y definimos
1
B(u,v) = / (2u'v" + F'(x)uv)dz
0

y tomamos F' como el funcional lineal nulo, entonces el problema es encontrar u €
H'(0,1) tal que
B(u,v) = F(v) Yve H'(0,1)

que es la forma usual del Teorema de Lax-Milgram. Vemos entonces que

1 1 1
|B(u,v)| = / (2u'v" + L' (z)uv)dx < 2/ |u/||v"|dx + Mg/ |ul|v|dx
0 0 0
< 2/l Lo 1V 122001y + Mallull Lo, 0] 2a0,1)

Utilizando el hecho que |[u/|| 201y < [|ullmr0,1) ¥ [ullz20,1) < l|ull#10,1), 1a desigualdad
anterior nos lleva a

|B(u,v)| < 2HUHHl(o,l)HUHHl(o,l) + MzHUHHl(o,l)HUHHI(O,l) < ”YHUHHl(o,l)HUHHI(O,l)

con v = 2méax(2, M), por lo tanto B es acotada. Por otra parte, utilizamos la desigual-
dad de Poincaré-Friedrichs para ver que existe C; > 0 tal que

1 _1
B(u,u) = /0 () + L'(@)u?) do > 2||u[| 1,00y + MillulL,00) = €1 *+M)|[ulli 01

es decir, B es también fuertemente coercitiva. Podemos concluir entonces, por el Teo-
rema de Lax-Milgram (1.2.4) que el problema (3.12) tiene una solucién unica.

En conclusion, el resultado anterior muestra que la tendencia de las células endo-
teliales hacia la funcién de transicion de probabilidad es tinica. En otras palabras, el
movimiento de estas células hacia las regiones donde hay una concentracion alta de
enzimas activas o baja de fibronectina es unico.



Conclusiones

La idea original de este trabajo comenzé siendo simplemente la de explicar a fondo el
Teorema de Lax-Milgram y presentar algunas de sus aplicaciones. Pronto, dos cosas se
volvieron evidentes. Para empezar, la teoria sobre la que se apoya el teorema resulto ser
mucho mas rica y abundante que sélo un grupo reducido de definiciones y teoremas.
Por otra parte, sobre la marcha fue claro que para mostrar realmente la fuerza de este
resultado iba a ser necesario explorar sus diversas generalizaciones.

Asi, a lo largo de este trabajo se presentod la teoria circundante al Teorema de Lax-
Milgram, se le demostro y se estudiaron cuatro de sus generalizaciones. Posteriormente
se mostraron algunas aplicaciones del teorema a las ecuaciones diferenciales parciales.
Fue particularmente interesante encontrar una aplicacion tan concreta y especifica como
la que se presentd para el contexto de la fisiologia celular. Se presenté también una
prueba original del Teorema de Lax-Milgram, que a diferencia de la prueba usual basada
en el Teorema de Representacion de Riesz, se apoya sobre variantes del Teorema de
Hahn-Banach. En esta prueba quedé en evidencia la fuerte relaciéon que existe entre
estos dos teoremas fundamentales del andlisis funcional.

Sin embargo, como en todo trabajo de estas caracteristicas, fue inevitable cometer
omisiones y dejar algunas ideas inexploradas. Fuera de las que se presentaron aqui,
existen otras generalizaciones interesantes del Teorema de Lax-Milgram que se podrian
investigar. Por otra parte, el paso natural después de las aplicaciones del teorema que
se presentaron aqui seria investigar el método de elementos finitos, el cual debe su
existencia en gran parte al Teorema de Lax-Milgram. El lector interesado puede con-
sultar [5], [4] 6 [21] para una introduccién a esta teoria. Finalmente, seria interesante
también investigar posibles adaptaciones de la prueba alternativa del Teorema de Lax-
Milgram para casos mas generales, como aquellos que fueron presentados aqui en las
generalizaciones.

A pesar de las omisiones, el objetivo principal de este trabajo no fue mutilado. El
autor confia en que la belleza del Teorema de Lax-Milgram, uno de los puentes més
apasionantes entre las matematicas puras y las aplicadas, haya impregnado cada una
de estas paginas.
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Apéndice A

Transformaciones Lineales

Dedicaremos este apartado a definir conceptos y demostrar propiedades relacionados
a las transformaciones lineales y operadores. Como dijimos anteriormente, utilizaremos
el término “transformacion” para referirnos a funciones de un espacio normado X a
otro espacio Y, y utilizaremos el término “operador” solo cuando la funciéon tenga
como dominio y contradominio el mismo espacio. Para gran parte de este apéndice nos
hemos basado en [20].

Definicién A.1. T : X — Y es una transformacion lineal si cumple

1. T(x+y) =Tx+Ty Vr,y e X

2. T(ax) =aTzx VYaeR

Definicién A.2. Decimos que [ es la transformacién identidad de X en Y si [z =«
para todo z en X.

Definicién A.3. Se denota por Z(X,Y) el espacio de todas la transformaciones
lineales del espacio X al espacio Y.

Definicién A.4. Se denota por #(X,Y) el espacio de todas la transformaciones
lineales acotadas del espacio normado X al espacio normado Y.

Teorema A.5. ParaT € Z(X,Y), donde X,Y son espacios normados, las siguientes
condiciones son equivalentes:
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: ||T||=sup{”H ””| #o}

2T = inf{k | || Tz| < kljz]|}

3TN = sup{[[T| [ ||| < 1}

4 1T = sup{| T[] | fl=]] = 1}

Demostracion. (1 < 4):

T
1720 _ T<1>H= sup || Tz
||9U|| |z)|=1

w20 |2l a0

(1 & 2): A partir de 1., vemos que

ap {125 P21,
X

w20 | ]

1]
el - sup{ i}z I

ek | ||| < K|z} > sup { ITz] } (A.D)

Por lo tanto,

entonces

Por otra parte, si z # 0 y k cumple la relacién ||[Tz|| < k||z||, entonces ”‘T:ﬂ“ < k. Esto

|z
implica que -
sup : .1:#0{“ x”}ﬁk

Como esta relacion se cumple para toda k obtenemos que

Tx
inf{k | | Tx| > k||z||} > sup { ”H H” } (A.11)

Por (A.1) y (A.11), tenemos entonces que

Tx ,
s {”H H”} — iuf{k | |T2]| < kllz]}

( 1 & 3): Si suponemos que ||z|| < 1 entonces

Tx
172 < sup{” | } J] < sup { ” ”}
El AN
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por lo tanto

T
sup ||Tz| < sup { ITz] } (A1)

lz)<1 w0 | |z

Por otra parte, por las propiedades del supremo tenemos que para cualquier € > 0 existe
x1 # 0 tal que

Tx, Tx,
Sup{n x||}_€<M:H ( )H< sup {||T|}
w£0 | ||z IEdl ||| lzll<1
Por lo tanto || “
sup{ }< sup {||T2]1}} (A1v)
0 L [z lz]<1

Combinando (A.111) y (A.1v) tenemos que

sup{M} — sup {|I T}

«#0 | |z]] 2] <1

Con esto concluimos la demostracion. O

Teorema A.6. FEl espacio B(X,Y), como definido en (A.4), es un espacio normado.
Mads aun, es un espacio de Banach si'Y lo es.

Demostracion. 1. Para empezar, definiremos las operaciones de suma y multiplicacién
en B(X,Y) de la siguiente manera. Para T, S € B(X,Y),

» (T+9)(z)=Tzx+ Sz
» (aT)(z)=aT(x) a€R

Es facil demostrar que con estas operaciones #(X,Y) es un espacio vectorial.

2. Demostraremos ahora que

i1 =sup { LD 20}

es una norma en ZA(X,Y), por lo que este espacio serd normado con cualquiera de
las normas equivalentes definidas en el Teorema (A.5). Es claro que ||T'|| existe. Como

sup { HIII;:TIH | x # 0} es un subconjunto acotado de los reales, su supremo debe existir.

(a) ||T|| > 0 pues ||T]| es el supremo de nimeros no negativos. Ahora, si ||T]| =
entonces Tx = 0 para todo x € X, por lo que T es la transformacion 0. Conversamente,

si T' = 0 entonces ||[Tz|| = ||Ox| = ||0| y asi sup{ ‘ﬁ” | x # O} = 0. Por lo tanto
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|T|| =0siysélosi T =0.

(b) Para demostrar la segunda propiedad de la norma vemos que

T T
|an=mm{”ﬁﬁW|x%o}:mm{\HHﬁH }
x

=hwsup{“%ﬁ#| 5£0} a7

(c) Por otra parte

(T + S)z
7+ 81 =sup { L2020 0 20

{
Sup{||Tx+Sx|| 7&0}
3

]
IITJJIIH+HIIS$II 2 £ 0}

| /\

<am{L—J|x%o}+am{&§ﬂ|x¢o}=nTu+ww

|zl ]

Por lo tanto Z(X,Y’) es un espacio normado.

3. Finalmente, demostraremos que Z(X,Y’) es un espacio de Banach si Y lo es. Sea
(T,,) una sucesién de Cauchy en #(X,Y). Esto significa que para todo € > 0 existe un
nimero natural N tal que ||T,, — T,,|| < € para cualesquiera n,m > N. Esto implica
que para cada elemento x € X se tiene

[ Tow = Tpl| < [[(To = T[]} < efl]| - ¥vn,m >N (A.v)

esto significa que (T),x) es un sucesién de Cauchy en Y. Dado que Y es de Banach, el
limite de esta sucesion existe, que denotaremos por T'x. Para demostrar que en efecto
T € A(X,Y) tenemos que probar que es (a) lineal y (b) acotada, y posteriormente hay
que verificar que (c) T, converge a T

(a) Como T esta definida para un z € X arbitrario, es en efecto una transformacién de
X en Y. Ademas:
T(x+y)=lim T,(x+y) = lim T,,(x) + T,(y) = lim T,o+ lim T,y =Tx + Ty
n— 00 n—00 n— 00 n— 00
T(azx) = lim T,(ax) =a lim T,z = oTx
n—oo n—oo

(b) Como las T,,’s son acotadas, existe M > 0 tal que ||T,z| < M para toda n. Esto
implica que para toda n y toda z € X se tiene ||T,z| < ||T,]|||z]] < M||z||. Tomando
el limite tenemos que

I |[T,a] < Mia|
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o equivalentemente, dado que la norma es una funcién continua, tenemos
[ Tz|| < M||z|
(¢) Retomando (A.Vv), si m suficientemente grande se tiene que
1Tz — Tyl < ellz|

Por lo tanto

Tx —1T,
|7 =T = sup{” & "xH} < =l _

]

tomando el limite vemos que T,, — T', por lo que ZA(X,Y) es completo, y por lo tanto,
de Banach. Con esto concluimos la demostracion. O

Teorema A.7. Sea T un operador lineal acotado sobre un espacio de Hilbert H. FEn-
tonces el operador adjunto T* (como definido en (1.1.25) en el Capitulo 1) tiene las
siguientes propiedades.

1. T* siempre existe.
2. T* es acotado.

3. T* es unico.

Demostracion. 1. Sea (T'x,y) = f,(x). Entonces
fy @y 4 x2) = (T(x1 + 22),y) = (T1,y) + Tz, y) = fy(1) + fy(a2)
Es decir, f, es lineal. Ademas, utilizando la desigualdad CBS vemos que
(@) = [Tz, )| < Tyl < [Tl vl < &l

para toda y € H fija. Entonces f, € H* y por el Teorema de Representacion de Riesz,
existe y* € ‘H tal que
(Tx,y) = fy(z) = (z,y") Ve eH

Por lo tanto, T induce una transformacién lineal ¥y — y*, que escribimos y* = T*y,
donde 7™ es definido de H en si mismo.

2. Una vez mas por la desigualdad CBS tenemos
|1T*2||* = ("2, T*x) = (T(T*2),2) < | T(T")]|||=]|
Como T es acotado, existe k > 0 tal que | T(T*z)|| < k||/T*x||. Por lo tanto

I(T*2)|* < Kll= ||| 72|



APENDICE A 85

o equivalentemente [|(T*x)|| < k||z||, es decir, T* es acotado.

3. Supongamos que existen 17 y T tales que
(Tz,y) = (x,Ty) y  (Tzy) = (x,T5y)
Entonces restando ambas igualdades tenemos que
(x, TVy) — (z, Tyy) = OVx € H

es decir

(a, (T} ~T3)y) VoeH

Esto implica que Ty = T5y para toda y € H, o 17 = T7. Por lo tanto el adjunto de T’
es unico. [

Para el resto de este apartado, supondremos que 7' es un operador lineal de un
espacio de Hilbert H sobre si mismo.

Definicién A.8. T es llamado auto-adjunto si 7' = T™.

Definicién A.9. Un operador auto-adjunto 7" es llamado positivo si (T'z,z) > 0 para
toda x € X. Es llamado estrictamente positivo si (T'z,z) = 0 sélo si z = 0.

La definiciéon anterior permite establecer un orden parcial entre los operadores auto-
adjuntos, diciendo que T'> S si T'— S es un operador positivo.

Definicién A.10. T es llamado normal si T7T* = T*T.

Definicion A.11. T es llamado unitario si 77" = T*T = I, donde I es el operador
identidad.

Observacion. Es claro a partir de las definiciones que todo operador auto-adjunto
es normal y todo operador unitario es normal. Los conversos no son necesariamente
verdaderos.

Lema A.12. Sea T un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert H, entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T"T =1

2. (Tx,Ty) = (v,y) VYr,yeH
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3. |ITz| = |z VzeH

Demostracion. (1 = 2): Supongamos que T*T = I. Entonces

(T'w,Ty) = (T"Tx,y) = (z,y)Va,y € H

(2 = 3): Supongamos ahora que (T'z,Ty) = (x,y) Vz,y € H. Si tomamos z =y
vemos que ||Tz||* = ||z]|?, o equivalentemente, ||Tx| = ||z||.

(3 = 3): Si ||Tz|| = ||| para toda x € H, entonces ||[Tz||* = ||z||* implica que
(Tz, Tz) = (x, ). Entonces:

(I'"'Tz,x) = (v,z) < (T"T—DNz,x)=0 VreH
Por lo tanto T*T"'— I = 0, es decir, T*T = 1. O

Teorema A.13. Un operador T acotado sobre un espacio de Hilbert H es unitario si
y solo si es un isomorfismo isométrico de H en si mismo.

Demostracion. Sea T unitario. Por el Lema (A.12) T es un isomorfismo isométrico de
‘H en si mismo. Conversamente, si 1" es un isomorfismo isométrico de ‘H en si mismo,
entonces existe el inverso 7! y por el mismo lema tenemos que

T"T=1= (T"TT ' =IT"'=T(TT ") =IT"

es decir T* = T, o equivalentemente TT* = TT~! = I, es decir T es unitario. O



Apéndice B

Teoremas de Hahn-Banach

Dedicaremos este apartado a enunciar y demostrar algunos resultados de la familia
de Teoremas de Hahn-Banach. Dicha familia consta de varios teoremas para los cuales
se utiliza el término “Teorema de Hahn-Banach”, todos ellos intimamente relacionados
y provenientes de los resultados obtenidos paralelamente por Hans Hahn y Stephan Ba-
nach® a finales de la década de los 20. Comenzaremos con algunas definiciones necesarias
para este proposito.

Definicién B.1. Sea X un espacio vectorial y K su campo subyacente. Se dice que un
conjunto S en X es equilibrado si
ASCS  VieK talque [A<1

donde
AS ={ x|z e S}

Definicién B.2. Sea X un espacio vectorial. Se dice que un conjunto S en V es ab-
sorbente si para todo z € X existe un ntimero real r tal que:

VAeK |[AN>r = =ze€lS
Definicién B.3. Un espacio vectorial topolégico X es llamado localmente convexo

si existe una base local de vecindades U en el origen que consiste de conjuntos convexos,
equilibrados y absorbentes.

9Aunque Hahn y Banach dieron al teorema que lleva su nombre la forma que conocemos hoy en
dia, sus origenes se remontan casi veinte anos atras a trabajos de Eduard Helly y Frigyes Riesz.
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Definiciéon B.4. Sea X un espacio vectorial. La funcién real p(z) es llamada sub-
lineal en X si para cualesquiera z,y en X y a > 0 cumple

(i) p(z +y) < p(x) + p(y) (es sub-aditiva)
(i) p(az) = ap(z)

Si cambiamos (ii) por la condicién més fuerte p(ax) = |a|p(z) para todo escalar a, la
funcién p es llamada una semi-norma en X.

Definicién B.5. La funcional
pu(r) =inf{a >0 : a'v € M,a € R} (B.1)

es llamada la Funcional de Minkowski para el conjunto convexo, equilibrado y ab-
sorbente M.

Teorema B.6. (Hahn-Banach) Sea X wun espacio vectorial real y M un subespacio
vectorial de X . Sean ademds p(z) una funcion sub-lineal y fo una funcional real definida
en M que satisface fo(x) < p(x) en M. Entonces eziste una funcional lineal F definida
en todo X tal que

(i) F es una extension de foy, es decir F(x) = fo(x) Ve e M
(ii) F(x) <p(z) en X.
Demostracion. Supongamos primero que X es generado por M y un elemento xg ¢ M,

es decir
X ={r=m+azxg|me M,arecal} (B.11)

Como zy ¢ M, la representacién anterior de x € X en la forma = = m + ax( es tnica.
Se sigue que si para cualquier nimero real ¢ definimos

F(z) == F(m+ axy) = fo(m) + ac

entonces F' es una funcional lineal en X que es una extension de fy. Debemos escoger
¢ de manera que F(z) < p(x), esto es, fo(m) + ac < p(m + axg). Esta condicién es
equivalente a las dos siguientes:

m m
Jo <—>+C§p(—+xo> para «a >0
o a

fo(%)—cgp(&—m) para a <0
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Para satisfacer estas condiciones, debemos escoger ¢ tal que
fo(m') —p(m' —x) < c < p(m" + x0) — fo(m”) VYm',m" e M
Dicha eleccion es posible pues como

fo(m/> + fo(m//) — fo(m/ + m//) — (m/ + m//) :p<m/ _ :,CO _"_m// _"_xo)

(m' — xo) + p(m” + x0)

debemos simplemente escoger ¢ entre los niimeros

sup [fo(m') — p(m’ —x0)] e inf [p(m” + o) — fo(m")]
m/eM mie

Consideremos ahora la familia de todas las extensiones lineales reales g de fy para
las cuales la desigualdad g(z) < p(x) se cumple para todo x en D(g), el dominio de g.
Daremos un orden parcial a esta familia definiendo la relaciéon >, donde h > g si h es
una extensiéon de g. Asi, el Lema de Zorn (ver [24, p.3]) asegura la existencia de una
extension ¢ lineal maximal de fy para la cual la desigualdad g(z) < p(z) se cumple
para todo x en D(g).

Basta con probar ahora que D(g) coincide con X mismo. Si suponemos lo contrario,
y dejamos que D(g) juegue el rol de M y g el de fy en el razonamiento anterior,
obtenemos una extensién propia F' de g que satisface F'(x) < p(z) para todo x € D(F).
Esto contradice la maximalidad de la extension lineal g. O]

La siguiente generalizacion del Teorema de Hahn-Banach para espacios vectoriales
complejos se debe a H. F. Bohnenblust y A. Sobczyk.

Teorema B.7. Sea X un espacio vectorial complejo y p una semi-norma definida en
X. Sea M un subespacio de X y f una funcional lineal compleja definida en M tal que
|f(x)] < p(x) en M. Entonces existe una funcional compleja F' definida en X tal que

(i) F es una extension de f

(ii) |F(x)| < p(x) en X.

Demostracion. Observemos primero que un espacio vectorial complejo es también un
espacio real si la multiplicacién escalar se restringe a los nimeros reales. Si f(z) =
g(x) + ih(z), donde g(x) y h(z) son respectivamente las partes real e imaginaria de
f(z), entonces g y h son funcionales lineales reales definidas sobre M. Asi

(@) <[f(@)] <plx) v [ <|f(@)| <plz) enM



APENDICE B 90

Por otra parte, como
gliz) +ih(iz) = f(ix) = if(x) = i(g9(z) + th(x)) = —h(x) +ig(z) Ve e M
equiparado partes reales e imaginarias de cada lado podemos concluir que
h(z) = —ig(x) VeeM

Ahora, por el teorema anterior podemos extender g a una funcional lineal G definida
sobre X con la propiedad de G(z) < p(z) en X. Por lo tanto, —G(z) = G(—z) <
p(—x) = p(x), y asi, |G(x)| < p(z). Definimos

F(z) .= G(z) —iG(iz)
F' es claramente una funcional lineal compleja en X pues
F(iz) = G(iz) —iG(—x) = iG(z) + G(ix) = i|G(z) — iG(x)] = iF(z)
Ademas F' es una extension de f, pues si x € M entonces
Fl) = G(z) — iGliz) = g(x) — ig(iz) = g(z) + ih(x) = f(x)

Finalmente, para probar que |F(z)| < p(x), escribimos F(x) = re™* de manera que
|F(z)] = e F(x) = F(e?z) es real y positivo, por lo que |F(z)| = |G(e¥x)| < p(e?x) =
le?|p(x) = p(z). Concluimos asf la demostracién. O

Teorema B.8. Sea X un espacio vectorial topolégico real o complejo, xg un punto en
X y p(z) una semi-norma continua en X. Entonces existe una funcional continua F
en X tal que F(zo) = p(xo) y ademds |F(z)| < p(z) en X.

Demostracion. Sea M el conjunto de todos los elementos ax, y definamos f en M a
través de f(axg) = ap(xy). Entonces f es lineal en M y |f(axo)| = |ap(zo)| = |p(ax)]
en M. Por lo tanto existe, en virtud del Teorema (B.7), una extensiéon F' de f tal que
|F(z)] < p(x)en X. Asi, F' es continua en z = 0 con respecto a p(x), que es continua,
y por la linealidad de F', F'(z) es continua en todo punto de X. O

Corolario B.9. Sea X un espacio localmente convexo y sea xy # 0 un elemento de X.
Entonces existe una funcional lineal fo en X tal que

fo(zo) #0 v |fo(z)] <p(z) VreX

Demostracién. Como xy # 0, debe existir!® alguna semi-norma continua p en X para
la cual p(zg) # 0. Entonces, por el teorema anterior, existe una funcional lineal f; tal

que fo(xo) = p(xo) 7# 0y [fo(z)| < p(z). .

0Esto se debe a que en todo espacio localmente convexo existe una familia P de seminormas conti-
nuas que separa puntos, es decir, tales que si x1 # xo, existe p € P tal que p(z1) # p(x2).
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El siguiente resultado es una ligera variacién del Teorema de Hahn-Banach obtenida
por el matematico polaco Stanistaw Mazur. Aunque usualmente este teorema se enun-
cia para espacios vectoriales topolégicos localmente convexos, bastard para nuestros
propositos presentarlo para el caso particular de los espacios de Banach.

Teorema B.10. (Mazur) Sea X un espacio de Banach y M un subconjunto equilibrado,
cerrado y convero de X. Entonces para cualquier xo ¢ M existe una funcional lineal
continua fo € X* tal que fo(zo) > 1 y |fo(z)]| <1 en M.

Demostracion. Como M es cerrado, existe una vecindad convexa y equilibrada V' de 0
tal que
Mn(xg+V)=10

Al ser V equilibrada y convexa, tenemos

(5o

Siendo el conjunto (ZL‘O + %) una vecindad de xg, la cerradura U de (M + %) no contiene
a xg. Como 0 € M, el conjunto convexo equilibrado U es una vecindad de 0, pues U
contiene a % como subconjunto.

Sea p la Funcional de Minkowski de U. Como U es cerrado, tenemos que para cual-
quier xg ¢ U, p(xg) > 1 y por el contrario p(x) < 1, si € U. Entonces existe, por
el Corolario (B.9), una funcional lineal continua fo en X tal que fo(xg) = p(xo) > 1y
| fo(z)] < p(z) en X. O

Observacion. El Teorema (1.3.1), utilizado para la demostracion alternativa del Teo-
rema de Lax-Milgram presentada en la seccién 1.3, es realmente un corolario del re-
sultado anterior. La demostracién es bastante directa; si M es un subespacio vectorial
cerrado de X (en particular convexo y equilibrado), la conclusién del teorema implica
que fo(M) debe ser un subespacio propio del campo escalar, es decir, debe ser {0}. Por
lo tanto, en ese caso se concluye que fy(z) = 0 para todo = en M.



Glosario de Términos Fisiologicos

angiogénesis Proceso fisiologico que consiste en la formacién de nuevos vasos san-
guineos, formados, en una fenémeno estrictamente regulado, a partir de los vasos
preexistentes. La angiogénesis da inicio cuando los factores angiogénicos activan
receptores presentes en las células endoteliales. Como consecuencia, estas células
producen enzimas proteoliticas que degradan la membrana basal, permitiendo la
liberacion de las células hacia otras regiones.

angiostatina Proteina inhibidora de la angiogénesis; bloquea el crecimiento de nuevos
vasos sanguineos. Es actualmente utilizada en ensayos clinicos para su uso en
terapias contra el cancer.

endotelio Delgada capa de células que recubre el interior de los vasos sanguineos,
formando una interfase entre la sangre fluyendo en el lumen y el resto del vaso
sanguineo. Estas células, llamadas células endoteliales, tienen varias funciones,
entre ellas la de regular el paso de materiales desde/hacia el flujo sanguineo.

enzima proteolitica También conocida como proteasa, interviene en la digestién mo-
lecular y la descomposicién de proteinas en productos mas sencillos, debido a que
rompe los enlaces peptidicos que unen a los aminodcidos.

factor angiogénico Cualquiera de las substancias (en su mayoria polipéptidos) que
fomentan la angiogénesis, al estimular la produccion de proteasas en las células
endoteliales.

fibronectina Glicoproteina adhesiva presente en la matriz extracelular de la mayoria
de los tejidos celulares animales. Incrementa la coagulacién de la sangre, la cica-
trizacién y la fagocitosis. La fibronectina no solo juega un papel importante en
la adhesion de las células a la matriz sino que también actiia como guia de las
migraciones celulares que tiene lugar en los embriones de los vertebrados.

matriz extracelular Conjunto de moléculas, proteinas y carbohidratos sintetizados y
secretados por la misma célula al medio intercelular. Aporta propiedades mecani-
cas a los tejidos, mantiene la forma celular, provee adhesién a las células para
formar tejidos y permite la comunicacion intercelular.
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